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1. Introduction

Désignons par | f|| = max |g| la hauteur d’'un polynéme f(x) = ayx*+...
0=sisk
...+a, €Z[x]. Appelons les polyndmes f(x) et f*(x)€Z[x] équivalents si I'on a
f*(x) = f(x+a) avec un a €Z. Dans ce cas pour leur discriminant on déduit D( f*)=
=D(f). S’il existe donc un polynéme f(x) € Z[x] de discriminant D, alors il y en a
une infinité. Inversement, soit D=1 une constante et soit f(x) €Z[x] un polyndme
unitaire arbitraire tel que

) 0<DNI=D  (a=1).

Dans la partie I. (voir [7]) nous avons démontré qu’il existe des constantes ¢’(D),
¢"(D), calculables explicitement et dépendant seulement de D, telles que deg f=c¢"(D)
et | f*|=c"(D) pour un f* équivalent & f. Par conséquent, il n’existe qu’un nombre
fini de polynémes unitaires f(x) € Z[x] de discriminant D=0, non équivalents deux
a deux, et on peut, par un nombre fini d’opérations, déterminer un tel systéme des
polynémes f(x). Dans [6] et [7] nous avons obtenu plusieurs corollaires et applica-
tions de ce théoréme, en généralisant quelques résultats antérieurs.

Dans notre travail nous donnons, entre autres, des formules explicites pour les
constantes ¢’(D) et ¢”(D), et ainsi nous pouvons explicitement donner aussi les
constantes qui se trouvent dans les corollaires de notre théoréme. Les constantes
obtenues ici sont meilleures que celles que I'on obtiendrait dans [7] au cours de
leurs calculs effectifs. Nous déterminons la meilleure valeur possible de ¢’ aussi
dans le cas ou f(x) n’est pas nécessairement unitaire, d’ou s’obtient une application
aussi pour des formes binaires. Avec nos théorémes nous généralisons de certains
résultats de D. HiLBERT [10] et de T. NaGeLL [13], [14], [15].

2. Théorémes

Si f(x) €Z[x] est irréductible et s’il satisfait a (1), de I'inégalit¢ de Minkowski,
concernant les discriminats des corps algébriques, on peut aisément déduire I'estima-
tion ¢’(D)=clog D avec une constante absolue ¢ calculable explicitement. Dans
la suite nous donnons d’abord la meilleure valuer possible de la constante ¢’(D)
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aussi pour des polynémes f(x) € Z[x] non nécessairement irréductibles et, en méme
temps, nous généralisons 1'un des théorémes de HiLBerT [10].

Théoréme 1. Soit f(x) €Z[x] un polynéme tel que D(f)#0.
a) On a
. 2
(2) degf = 3+ ]og3log \D(f)l.

Dans (2) I’ égalité a lieu si et seulement si I'on a

S = (ayx—by)(a,x— bl)((atl +a,) x — (by + f3’1)) = P(x),

f = P(x)[(ayx — by)* + (@agx — by) (@, x — by) + (ay x — b,)"],

01“ aa, al, bo, bl GZ, aoal(au+al) -'i 0 er aubl"_bua] — :tl.
b) Si f(x) n’a pas de racines rationnelles, alors on a

ou

2
3) degf = 1 log |D(/)|
et I'égalité a lieu si et seulement si deg f=2 et D(f) =—
c) Sif(x) est unitaire*), alors

@ doar = 2(1+/281200)

I’ égalité n’ étant vraie que si f(x) est équivalent @ x(x—1) ou x(x—1)(x*—x+1).

Remarque 1.1. Dans [10] Hilbert a déterminé tous les polynémes f(x)cZ[x]
de discriminant D(f) = £ 1. Ce théoréme de Hilbert résulte de notre théoréme de
maniére évidente.

Remarque 1.2. Comme nous le prouverons au cours de la démonstration, si
f(x) est irréductible sur le corps des nombres rationnels Q, (3) peut étre remplacé
par deg f<log |D(f), sauf les cas ol degf=2 et D(f) =—3, —4, —7 ou 5.

Soit f(x)€ Z[x] et D(f)=0.Soit f(x)=/f1(x)...f,(x)f"(x) (r=0) une décompo-
sition de f(x) dans Z[x], telle que les f; soient irréductibles sur Q et de degré k;=2,
et toutes les racines de f”(x) soient rationnelles et 0=deg/" =k"=m(mod 3)
(0=m = 3). Désignons par 2t le nombre des racines non réelles de f(x). (9), (10),
(11) et (12) implique immédiatement I'inégalité suivante concernant D(f):

Proposition. Avec les notations précédentes on a

(K*+m— 3)(&“—m) ki, 2
o= ETER 0 g ()

Dans le cas o r =0, il faut remplacer le troisiéme facteur par 1.

Considérons ensuite un corollaire de notre théoréme 1 qui concerne les formes
binaires. Appelons les formes F(x, y) et F*(x, y) €Z[x, y] unimodulairement équi-
valentes si 'on a F*(x,y) = F(ax+by, ex+dy) ou a,b,c,deZ et ad—bc =+1.

*) Un polyndme est dit unitaire (dans [6], [7] normé) si son coefficient dominant est égal a 1.
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Pour leurs discriminants on obtient D(F*)=D(F). CH. HERMITE [9] a démontré qu’il
n’existe qu'un nombre fini de formes binaires, non équivalentes deux a deux, de
discriminant donné et de degré n=3 dans Z[x, y]'). Récemment, B. J. BIRCH et
J. R. MERRIMAN [4] ont démontré ce théoréme pour tout n fixé dans une forme
plus générale (dans une forme p-adique et pour des corps algébriques arbitraires).
Si nous nous bornons aux formes de Z[x, y], d’aprés le théoréme de Birch et Merri-
man et d’aprés notre théoréme I, le théoréme cité reste vrai aussi sans fixer les
degrés des formes. En effet, dans toutes les classes d’équivalence il y a une forme
F(x, y) telle que F(1,0)#0. Dans ce cas, d’aprés F(x, 1)=f(x), deg F=degf et
D(F)=D(f), de (2) on déduit deg F = 3+2. (log 3)"%. log |D(F)|.?) Donc, il en
résulte ce qui suit:

Corollaire 1. /] n’existe qu'un nombre fini de formes F(x,y)cZ[x, y] non équi-
valentes deux a deux, de discriminant donné D(F)= D #0.

La valeur absolue du discriminant D( f) d’un polynéme unitaire f(x) € Z[x] peut
étre arbitrairement grand par rapport a son degré k. Par conséquent, si |D( f)|/k est
relativement grand, I'estimation suivante est meilleure que celle qui se trouve dans
notre théoréme 3 (et qui ne dépend que de D).

Théoréme 2. Soit D=2 une constante et soit f(x)<Z[x] un polynéme unitaire
de degré k=3 et de discriminant 0= |D( f)|= D. Alors, pour un polynéme f* équivalent
afona

[5) ||f* || = eXp {[(3&]13[)(]0g D)Hu]n”(ﬂ—lf’z)}

k :
avec n = 6( 3] et ou, en supposant que f(x) est réductible sur Q et k=4, on peut
k—1) 3
prendre n = 6( 3 ] )

Par conséquent, d’aprés nos théorémes 1- et 2, il n’existe qu'un nombre fini
de polyndomes unitaires f(x) € Z[x] de discriminant donné D=0 et non équivalents
deux a deux, et on peut, par un nombre fini d’'opérations, déterminer un tel systéme
des polyndmes f(x).

Remarque 2.1. Si deg f=k=2, on a |[f*|=D*+1 pour un f* équivalent a f
(voir la démonsration).

Remarque 2.2. Soient donnés deux polyndmes f(x) = x*+a,x* "1+ ...+q, et
[H(x) = xX*+ajx* "'+ ... +a,. Pour qu'ils soient équivalents il faut et il suffit qu'on
ait a,=a; (mod k) et que, en prenant a; = ka+a,, on ait f*(x) = f(x+a). Donc,
on peut aisément reconnaitre si ceux-ci sont équivalents ou non.

') Hermite (Oeuvres, Tome I, pp. 84—93; 164—192, Gauthier-Villars, Paris, 1905) a dé-
montré ce théoréme pour chaque n=4 fixé avec une notion de discriminant différente, avec un dé-
terminant convenablement choisi au lieu du discriminant.

*) Nous avons obtenu le corollaire 1 originairement dans cette forme. A la fin de mai 1973
M. le Professeur A. SCHINZEL a bien voulu appeler mon attention sur le travail [4].

") Voir la note a la fin de ce travail.
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Remarque 2.3. A I'aide d'un analogue p-adique du lemme 2 (voir [5] et [18])
on peut formuler et démontrer notre théoréme 2 dans une forme p-adique. Il fera
I’objet d’une publication ultéricure.

Ensuite nous donnons une formule explicite pour ¢"(D).

Théoréme 3. Soit D=3 une constante et soit f(x)€Z[x] un polynéme unitaire
tel que 0<|D(f)|=D. Alors, pour un polynéme f* équivalent a f on a

(6) |/*] = expexp {4(log D)'?}
et, si f(x) est irréductible sur Q, on obtient
(6) I£*Il = exp exp {2(log D)*}.

Nous remarquons que du corollaire 1 (c’est-a-dire du théoréme cité de Birch
et Merriman et de notre théoréme 1) on peut déduire le théoréme 3 sans calculabilité
effective des constantes de (6) et (6").

Considérons ensuite les corollaires de nos théorémes (qui se trouvent déja aussi
dans [7] avec des constantes calculables explicitement), avec des constantes explicites.

log D] - » o
Tog 3 et c;=c,(D)=exp exp {4 (log D).}

Dans la suite soient ¢, = ¢;(D) = 2[l+

Corollaire 2. Soient donnés les nombres D=3 et N=1 et soit f(x)cZ[x] un
polynéme unitaire tel que 0<|D(f)|=D et | f(0)|=N. Alors on a

M I£]l = co{max (c;ca+ 1, N)}r.

Par conséquent, il n’existe qu'un nombre fini de polyndmes unitaires f(x)€Z[x]
tels que 0<=|D(f)|=D et | f(0)|=N, et on peut déterminer tous ces polyndomes. Ce
corollaire reste vrai aussi dans le cas ou nous fixons un autre coefficient des polynomes
f(x) au lieu de f(0) (naturellement, dans ce cas, il faut prendre autres constantes
dans (7)). Cette proposition est une généralisation effective des théorémes analogues
de T. NAGeLL [13], [15] qui concernent les polyndmes unitaires a coefficients entiers
de degré =4, et les nombres algébriques entiers de degré =4. Spécialement, de notre
corollaire résulte que le nombre des unités de méme discriminant est fini dans I'anneau
des nombres algébriques entiers, et elles peuvent étre effectivement déterminées.*)

Soit désigné par

A(f) = min |o; — o
i#j
k
la distance minimale entre les racines d’un polynéme f(x) = [J[ (x—=;). Si f(x)€
i=1

£Z[x] est un polyndme unitaire, alors |D( f)|=4(f). Inversement, on obtient la
proposition suivante:

Corollaire 3. Soit f(x)€Z[x] un polynéme unitaire de discriminant |D(f) =1.
Alors

(@) A(f) = IDU{es(ID()))} 112D = 0.

*) Note ajoutée aux épreuves. Notre résultat fournit la solution effective d’un probléme qui
se trouve dans le livre de W. Narkiewicz, Elementary and analytic theory of algebraic numbers,
Warszawa, 1974 (p. 130 et 468).
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Dans le corollaire 3 il y a une seule exception pour laquelle |D( f)|=1, notam-
ment le polyndome f(x) = x(x—1).

Dans [7], en corollaire de notre théoréme cité dans I'introduction, nous avons
donné la démonstration constructive d’'un probléme de T. NAGELL [14], concernant
les nombres algébriques entiers de discriminant donné. Dans le corollaire suivant
cette proposition sera formulée avec des constantes explicites.

Désignons par D(x) le discriminant d’un entier algébrique « (dans le corps
Q(x)). Si f(x) est le polyndme minimal de «, alors pour la hauteur de o on obtient
H(z)=| f]| et pour son discriminant on a D(z)=D(f). Appelons les nombres
algébriques entiers o et o’ équivalents si le polyndme minimal /* de «” est équivalent
a f, c’est-a-dire si I'on a o"—a €Z. Des Théorémes 1 et 3 on obtient immédiatement
la proposition suivante:

Corollaire 4. Soit D=3 une constante et considérons un entier algébrique « tel
que |D(a)|=D. Alors

2
deg(a) = g3 log D
et, pour un certain o’ équivalent a o on a
H(2') = expexp {2(log D)**}.

Pour les nombres algébriques entiers de degré =4, ce théoréme (dans une
forme non effective) a été démontré antérieurement par T. NAGELL [13], [14], [15].
Dans un récent travail de B. J. BIRCH et J. R. MERRIMAN [4] se trouve également
démontré ce corollaire sauf la calculabilité effective de la seconde constante.

L’inégalité concernant les degrés des o peut étre remplacée par deg x<log D,

ay 3 I,."" 3 » < 1
14_;;3, i ]j;:ﬁ . 1?/3

(voir

sauf dans les cas ou o est équivalent &

la remarque 1.2.).

Antérieurement, dans [6] nous avons donné aussi une autre application (voir
le théoréme 2a et 2b), concernant I'irréductibilité des polynomes de la forme g( f(x)),
de notre théoréme qui se trouve dans la partie I (voir [7]). En remplagant le lemme
20 dans [6] par notre théoréme 2, on peut évidemment formuler les théorémes 2a et
2b de [6] avec des constantes explicites. Notamment, dans le théoréme 2a (pour des
nombres premiers p=5) on peut prendre

¢1(G, p) = exp {[(4p)* (2G)** =P (log 2G)* =1/},
ol n=6(g]. En méme temps nous remarquons que, en remplagant le lemme 16

de [6] par le lemme 4 de ce travail, on peut obtenir, de fagon simple, une constante
meilleure et explicite c=c(n,, Dy, G) aussi dans le théoréme la de [6], notamment

¢(ng, Dy, G) = exp [c, {4"* P n>[log G + ¢ ]} + V7]

avec n=max (n,, 4) et avec la constante explicite ¢, qui se trouve dans notre lemme 4.

La démonstration du théoréme 2 et 3 est basée sur les résultats de A. BAKER
[1], [2] concernant les formes linéaires des logarithmes des nombres algébriques,
et sur notre méthode de graphe appliquée antérieurement dans [6] et [7].

» D



130 K. Gybry

3. Démonstrations

Pour la démonstration du théoréme 1 nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 1. (P. TURAN.) Si un graphe simple ayant t sommets et e arétes ne con-
tient aucun sous-graphe complet de sommets k+1 et si t = hk+m (0=m<k),
alors on a

eg%(ﬁ—mﬂk—;—u[';].

DEMONSTRATION : voir [19].

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Tout d’abord nous allons démontrer I'in-
égalité (3) pour des polynomes irréductibles f(x) € Z[x] de degré =2.

Soit « 'une des racines de f(x)=0 dans le corps des nombres complexes, et
désignons par D, le discriminant du corps algébrique K= Q(x). D’aprés un théoréme
connu (voir par ex. [10]) on a D, |D(f) et ainsi

&) 1Dx| = [D(S)-

Si I'on désigne par n le degré de =z, c’est-a-dire [K:Q]=n, et par 2t le nombre
des couples complexes conjuguées de =, alors, d’aprés I'inégalité de Minkowski, on
obtient

2 2 n 2
n n' n| |
e o= (3] () = G (7):

Nous allons prouver que, dans le cas n=3, on peut prendre aussi n<log |D( f)|
au lieu de (3). En effet, dans le cas n=3 on obtient |D,|=23, dans le cas n=4 on
obtient |D,|=117 et, pour n=35, en conséquence de I'inégalité de Minkowski, on a
|Dy| =260 (voir [8], p. 592.). Par conséquent, d’aprés (9), I'inégalité considérée est

vraie pour 3=n=35. Considérons ensuite le cas n=6. Alors, en conséquence de la

formule de Stirling

2n
el}ﬁu

?

(n!)* < 2nn 4

et ainsi, de (10) on déduit

‘ zet ] 1
D] > [T] el
D’aprés n=6 il en résulte

log | Dy| = logu—ez— log 2nnet/® _ I
n 4 n e
c’est-a-dire

log [D(f)| = log |Dyf = n.

Sin=2et |D(f)|=8, cette inégalité est également vraie. Enfin,si n=2et 7= |D(f)|=
=|D,/, alors on a nécessairement Dy, = —3, —4, —7 ou Slorsque D(f) =—3, —4, =7
ou 5. Mais, dans ces cas il résulte également I'inégalité (3), et dans (3) on trouve
une égalité si et seulement si 'on a D(f) =—3.
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Considérons ensuite le cas ou f(x) est réductible sur Q et soit

J&x) = f1(x) ... /(%)

sa décomposition irréductible dans Z[x]. Si f;(x) est linéaire pour un i, soit supposé
que D(f)=1, et désignons par R(f;,f;) le résultant des polyndmes f; et f;. Alors
on obtient

(11) D) = [ DU 1B f).

Supposons d’abord que f(x) n’a pas de racines rationnelles, c’est-a-dire que
deg f;=2 pour chaque i. Alors, comme nous I’avons démontré,

2
degf; = mlog D)l
d’ou, d’aprés (11), on obtient

2 e 2 2
Tog3 081U = 2 o5 logIDUDI + 2 ooz log R(fin /) =
= > ——log|D(f)| = > degf; = degf,
i=1 log3 -

ce qui prouve I'inégalité (3). Nous obtenons une égalité si et seulement si deg f; =
= %]og |D(f)|, c’est-a-dire si D(f}) =—3, degf;=2 et R®(f;,f;)=1 pour cha-
que i et j. Soient

LX) = g +byx+e; = ay(x— ) (x— )3

fo(x) = @y x* + byx+ ¢y = ay(x—By)(x—Bo),
01‘1 a;ds Pt 0 et

R(f1,/2) = aiai (o —By) (02— Pa) (03 — Bo) (0 — 1) = £ 1.
Mais oy, %y, By, B2 €Q(V —3), par conséquent a;a,(x,—f,)(xs—Bs) et
ay ay (o — fo) (22— )
sont des entiers algébriques et des nombres rationnels & la fois. On en déduit

@ a3(0—P) (2 —Ps) = £1 et aya, (o —po) (2 —py) = £ 1.
Vu que

on obtient
(@1 by —asby)* +3(a,— ay)* = t+4a,a,

(ayby— ayby)* + 3(a, + ay)* = +4a,a,,

d’oti @,a,=0 qui est impossible. Donc, dans (3) on trouve une égalité si et seulement
si 'on a r=1, degfi=2 et D(f;) =-3.

g
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Ensuite nous allons démontrer I'inégalité (2). En conséquence de I'inégalité
(3) il suffit de considérer seulement le cas ou f(x) a au mois une racine rationnelle.
D’abord, considérons le cas ou toutes les racines de f(x) sont rationnelles, c’est-

a-dire
f(x) = (ayx—by) ... (ax—b,); a;, bie L.
Avec la notation a;b;—a; b; = D;; on peut écrire

D(f) = fgj Dij-

Désignons par G(f) le graphe de telles couples (a;x—b;, a; x—b;) pour lesquelles
D;; #+1. Si e est le nombre des arétes, et si

ID(NHIM? = II 1Dy = pi* ... P

est une décomposition en nombres premiers, alors

e=on+t..+0,= 1 5 (@logpi+ ... +o,logp,) = 2 log [D(f)M2.

Considérons maintenant le graphe complémentaire G(f). D’aprés le théoréme cité
de Hilbert [10], si f* € Z[x] et |D(f*)|=1, il en résulte que deg /™ =3 (voir I'inégalité
(2) pour D(f) ==1). Par conséquent, f(x) n’a pas de diviseurs de degré =3 et
de discriminant +1, c’est-a-dire —Gh(_}'"—) ne contient pas de quadrilatéres complets.
Donc, en appliquant le lemme 1 dans le cas k=3 (ou 0=m=3), pour le nombre

(;)—e des arétes de G(f) on obtient
) _log DN _ [ _o < Ly |™
[2] 2log 2 =[2]_e=?(' —m)+| 1)

(12) : ——log |D(f)| = 21082 (r+m 3)(t—m) = t = degf,
log3 3log

en supposant que =S5. 1l suffit donc de considérer le cas 4=¢=2. Mais, sauf le cas
ou t=3,4 et |D(f)|=1, il résulte aisément (2) avec une inégalité stricte. D’aprés
le théoréme cité de Hilbert [10], dans le cas ou =4, |D(f)|=1 n’est pas possible,
et dans le cas o =3, [D(f)|=1 si et seulement si a,by—a,b, =+1 et a; = a,+a,,
by = by+b,, lorsque dans (2) on obtient une égalité.

Dans la suite il suffit de démontrer I'inégalité (2) dans le cas ou f(x) peut étre

écrit sous la forme
fx) = A1(x)fa(x),

ou tous les facteurs de f;(x) et fo(x) sont respectivement non linéaires et linéaires.
Alors on a

2
mmg DN +3 =

d’ou on déduit

4 2
Tog3 log |D(fD)|+ [@log [D(f2)] +3] +

4
+ Tog3 log |[R(f1, /)| = degfi+degf, = degf
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et (2) est démontré. De plus, pour que dans (2) soit une égalité, il faut et il suffit
qu'on ait degf,=2, D(f}) =3, degf,=3, D(f;) ==1 (lorsque f; est nécessaire-
ment de la forme précédente) et |R(f;,f;)|=1. Ecrivons les polyndmes f;(x) et
f5(x) sous les formes

fi(x) = ax* +bx+¢, f2(x) = P(x) = (agx—by)(ayx—by)[(ay+ a)) x — (by+ b)),

ou aaya,(a,+a,) # 0 et ayb,—bya, = £ 1. Considérons la forme F(x, y):ff[l;—}
pour laquelle D(F)=D( f). Substituons ici

X' = ayx—byy, y' =ayx—by
et puis

r s

X=u y=u-—v
a F(x,y). Alors F(x,y) est unimodulairement équivalent a la forme
H(u,v) = G(u, v)u(u—v)Qu—v),

ou G(u, v) = d'u*+b'uv+c'v* et D(G(u, 1)) =—3, D(H(u, 1)) = +3. On peut sup-
poser que @’ =0. Alors il en résulte que

=1, a+b+c' =1, a+2b'+4c =1,
d’olt @'=3, b’ = —3. Enfin, on en déduit
S(x) = [(anx—b.,)2+(aox—bo)(a,x-b,)+(alx—bl)’]P(x),

lorsque dans (2) se trouve une égalité.

Enfin soit supposé que f(x) € Z[x] est unitaire. Si f(x) n’a pas de racines ration-
nelles, I'inégalité (3) implique (4). Si toutes les racines de f(x) sont rationnelles
(et ainsi nécessairement entiéres rationnelles), f(x) = (x—b,)...(x—b,) et =S5,
alors, comme nous I’avons démontré précédemment, on déduit (3) qui implique
également (4). Dans les cas ou 4=¢=2 et |[D(f)|=1, on obtient également (4) avec
une inégalité stricte. On peut aisément vérifier que pour r=3,4 on a |D(f)|#1,
et, dans le cas ot =2 et |D( f)|=1, le polyndme f(x) est équivalent & x(x—1). Dans
ce cas se trouve une égalité dans (4).

Soit ensuite f(x)=f;(x)f2(x), ou toutes les racines de f;(x) et de f,(x) sont
respectivement non rationnelles et entiéres rationnelles. Alors on a

2[1+1ogw(f)|]_ 2 logID(fx)|+2[l+b_glc|£gﬂ]+

log 3 " log3
4
+Fg3-log |R(f1,/2)| = degfy+degf, = degf.

Pour que dans (4) soit une égalité il faut et il suffit qu’on ait deg f;=2, D(f;) = -3,
R(f1,/2) ==*1 et f3(x) soit équivalent & x(x—1). Si nous écrivons f;(x) sous la
forme f,(x) = x*+bx+c¢, alors on en déduit ¢ =+1, 1+b+¢c =1, Cest-a-dire
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fi(x) = x2—x+1 et on a finalement f(x) = (x*—x+1)x(x—1), ce qui démontre
notre théoréme.

Pour la démonstration du théoréme 2 nous aurons besoin de quelques lemmes.
D’abord nous formulerons et démontrerons ces lemmes.

Soient «,, ..., % (k=2) des nombres algébriques, différents de zéro, de degré =n
et de hauteur =A, ou n, A=4. De plus, soit 0=4=1 une constante arbitraire et
désignons par log o, ..., log o, les valeurs principales des logarithmes. Alors il est
vrai ce qui suit:

Lemme 2. (A. BAKER, [1].) S’il existe des nombres entiers rationnels b,, ..., b,
tels que |b;|=H (i=1,...,k) et

(13) 0 - {bl log CZl T +b.|( logakl - (’_JH,
alors on a
(14) H < (445 1n™ log A)+12,

Au cours de la démonstration du théoréme 2 nous utiliserons le corollaire suivant
de ce théoréme (pour la déduction voir [2], p. 176.): Si pour les o; précédents et pour
les nombres entiers rationnels b,, ..., b,_, de valeur absolue =H on a

(15) 0 - Jag' PP 1’2“_-11""'1;‘[ - e—aﬂ,

alors on obtient également (14), ou maintenant 0<=0=1/2k. De plus, si ici les o;
ne sont pas tous réels, alors dans (14) il faut remplacer & par k+1.

Dans la suite soit K un corps algébrique de degré n,=2 et désignons par D,
la valeur absolue de son discriminant. Si K=Q(x), désignons par o@, ..., o)
les conjugués de « arrangés de telle maniére que o, ..., oY soient tous réels et
a D gt gyt glrtr) soient les couples conjugués complexes de o
p €K étant un nombre arbitraire, désignons par ¥ le conjugué de f correspondant
a o', Enfin, soit r = r,+r,—1, soit ¢,=1 pour k=r,, et soit ;=2 pour r,<k=
=rn+r,.

Lemme 3. (C. SieGeL.) Sir=1, dans K il existe des unités indépendantes v, ..., 1,
telles que

(16) ellogn®|| <es (k1=1,..,7),
Hk—l
ou ¢g =3 % I/T); . La valeur absolue des éléments de la matrice inverse
=

de la matrice | e log [n/® || est =10r2pr—1/2%)
DEMONSTRATION : voir [17], p. 80—83.
Considérons les solutions (f,, f,, f;) de I’'équation
(17) Bi+Bs+Ps =0, P1B2Ps =0

en entiers de K. Appelons les solutions (i, B, f3) et (B1, Ps. Bs) associées entre
eux, si (By, Bs, B3)=(eP1, ePs, efs) avec une unité ¢ de K. Soit n=max (n;,4) un

*) Si r=1, on peut prendre 10 (r—1)"=1/2 (voir [17]).
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nombre naturel et désignons par /() le maximum des valeurs absolues des conjugués
d’un nombre arbitraire o € K.

Lemme 4. Soit G=1 une constante et soit (f,, Ps, B3) une solution de (17), en
entiers de K, telle que

(18) INkio(B)|=G  (i=1,2,3).
Alors il existe une solution (By, s, P3) de (17), associée a (B,, P, Ps), telle que
(19) h(Bi) = exp[cy{4""* V" [log G+ J}** V7] (i=1,2,3),

ot ¢cy=(log D)"Y D.

Ce lemme se trouve aussi dans notre travail [6] (voir le lemme 16), dans lequel
la constante, sans étre calculé explicitement, est calculable explicitement. Comme
nous I'avons mentionné, a I'aide de ce lemme, les constantes, qui se trouvent dans
[6], peuvent €tre données dans une forme explicite et on peut, en méme temps, les
améliorer.

Nous remarquons que si « et ff sont des nombres algébriques de degré n, et
ny, respectivement, et si H(x), H(f)=H, alors le degré de a £ f, «-f et a/f (f=0)
est =mn,, la hauteur de ces nombres est =(4n,n, H*)"": et h(x)=n, H(z) (voir
[2], p. 177. et 205.). De plus, on peut aisément vérifier que H(x)=2"a max (1, /" (),
¢tant a le coefficient dominant du polyndme minimal de « dans Z[x] et, si o est entier,

on a h[%] = hm~(a).

DEMONSTRATION DU LEMME 4. Il suffit de considérer le cas ou r=0. Soit
(B1, B2, Ps) une solution de (17) satisfaisant a (18). Considérons un systéme des
unités n,, ..., n, satisfaisant a I'assertion du lemme 3. Alors on peut démontrer
(voir [2], p. 188. et 205.) que, pour des nombres a;, ..., a; €Z convenablement
choisis, on a

(20) ﬁi = ?‘,'ﬁfl ey ’Ff" (i — ]v 2, 3)'
ou
|Ngio(B)| = |Ngjo() =m =G (i=123)
et
(21) |log my [7{”]] =nlcg = n'ey (l1=i=31=j=n)

avec la constante ¢; qui se trouve dans le lemme 3. Ainsi, de (17) il résulte

(22) VMt e MYl . M+ =0

avec des entiers rationnels x;, y; (i=1, ..., r) convenablement choisis. Nous allons
démontrer que la solution Bi=vy,ni*...n5", Ba=vani*...n}r, P3=17; satisfait & (19)
D’aprés (21) on a h(y) =G""™e"™ % et

m iny,
h[ﬁ = [-‘-] e = GUmeeas (1 s, j = 3).
/] m;
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Vu que la valeur absolue du coefficient dominant du polyndme minimal de y;/y; dans
Z[x] est =|Ng/(1;)|=G, nous obtenons

H[ﬁ] =2Ge™a—¢c, (1=i, j=3)

Vi
Du lemme 3, on déduit également H(n)=c; (j=1,...,7).
Supposons que dans (22) X = max |x;,, Y= max |y;| et
1si=r 1s=i=r

r+1 our r,=20
XZ=Y>ce= 4"5"1n"log cy)®+1*; 3 = { ¢ "

r+2 pour r,=>0,
1 faa :
avec une constante 0<=0= L= déterminée ultérieurement.

Soit ¢’ déterminé de telle maniére que
¢’X = [log [y{?/B1’|| = max |[log [y{"/B1?||.
1= j=r
D’aprés le lemme 3, du systéme d’équations
xlog 0P + ... +x,logn?| = log |BiP/P| (A =j=r)
pour les inconnues Xx,, ..., X, on obtient
X =20t 0nc’ X,
d’ou ¢’=[2r¢+V/210:]-1, De plus, de (21) on déduit (voir [2], p. 189.)

llog (my*m|B{ )| = [log |81 /y{”| +log (mi V"y{"|)| = ¢’ X—ncs > 0.

Par conséquent, d’aprés 3‘ log (my Y™ |{?|)=0, pour un indice /, on a
j-:l

'Y n2
log (myVm|g;®)) = & f ”lca,
ey
c’est-a-dire
1 cX—ncy X
(23) M = hﬂk_l(}’a)Glfnke-T = elo‘ G+R'¢‘3—T

7"

D’autre part, si K® et ainsi K est totalement réel, alors r+1 = n, = n, dans
le cas contraire r+2 = n, = n. Donc, d’aprés Y=c¢; et le corollaire du lemme 2,
(22) entraine

(n
1 Dy, 4 V8 -5y -3X
n{n ... 0> +———£,, xrVEeY,

B _ |2 s, .
(24) o W'ﬁ” N i

Par conséquent, de (23) et (24) il résulte

[—;—-— 5] X =logG+n’cy,
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et ainsi, en choisissant 6=(2nr "*1/2107:+1)"1, en conséquence de X = ¢, nous ob-
tenons une contradiction.

Considérons ensuite le cas ot X ou Y=c; avec le § précédent. Soit par exemple
X=c¢,. Alors, d’aprés le lemme 3 on déduit h(n;)=¢", et, pour f; on a

h(B2) = h(B3) +h(BD = h(ys) +h(y) [jfjl fl('?j)”"_l]x‘é
= GV e s 4 GVMeest iV ey = GlMcexp {n® ey + rincgeg) = exp {rn®csce)-
Vu que 6 = (2ar™*V210:241)"1, ¢3=2¢, et n=4, pour I'exposant on obtient
rntcyce = 2rmtc,cq = 20/0@+ e o0 < (4" n®*2M45-1 Jog )V =

= ¢, {4n(u+ 1) ns"ﬂog G+ 64)}(2’”' 1H2
Il en résulte que
h(Bs) = exp [c,{4"** V" (log G + c,)}*"+17),

qui est valable, de maniére évidente, aussi pour /(f7), h(B3).

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Nous allons démontrer d’abord I'inégalité (5)
pour des polyndmes unitaires irréductibles f(x) €Z[x]. Soit f(x) un tel polynéme
avec le discriminant O< |D( f)|=D et soit 2 I'une des racines de f(x) dans le corps

k

des nombres complexes. Soit f(x) = J] (x—a?), o «W=ea. 1l suffit de prouver

i=1
que H(«')=exp {[(3k)'2 D (log D)*"|**®*~1/2} pour un certain o’ équivalent a «, ou
\D(2)|=|D(f)|=D.

Désignons par D, le discriminant du corps algébrique L=Q(x). Alors, d’aprés
D;|D(x), on a |Dy|=D.

Si k=2 et a=x+y{Dy (x,y€Q), alors en conséquence de D=|D(2)|=
=4)%|D,;|=)* on a |y|=VD. En choisissant a=[x], pour &’ = x—a on obtient
H(') = D*+1.

Considérons ensuite le cas k =3. Il existe dans L un élément entier primitif é tel
que h(9)=|Dy [¥2= D2 (voir, par ex. [16], p. 22.). Demgnons par 6 =4, 6@, ..., §®
les conjugués de J, correspondant aux conjugués o, ..., «® de «. Alors le degre de

Ki=Q@?, o, W)= (6, 6, 5®) est n;; = k(k—1)(k—2). Si n=6 [3) on a
(25) max (ny;, 4) = n = k(k—1)(k—-2),

et, en conséciuence de la remarque 1.2, on obtient
(26) k < log D.
Prenons les nombres 6™ +36® (I=0, ..., k*) et remplagons 6V et 6 par leurs

conjugués &, ... 6® mdependamment l’un de l'autre. Il y a au moins un nombre
0; = 160 4 5 (Oﬂlﬂk‘) tel que les nombres 6@ +50) (1=i,j=k) soient dif-
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férents deux a deux. Alors o, est un élément entier primitif du corps Q (6", 8'¥)
(voir [11], Satz 709.) et

h(oy) = K*h(6D)+h(6®) = (kK*+1)VD.

En répétant ce procédé (s'il est nécessaire), nous obtenons un nombre entier primitif
o =06,+1-0® (0 =1=(k*(k—1))?) dans Kjy; tel que

h(o) = kS VD.

On peut, d’'une maniére analogue, obtenir un élément primitif ¢ avec cette propriété
dans tous les corps K;;. Soit fixé un tel o. Il en résulte pour chaque conjugué ¢
et 0 de o

(27 h(0® — o) = 2h(o) = 2k*VD = g,
d’ou, pour le discriminant Dy, , de K;,, on déduit

(28) |Dg,, | = |D(0)] = 3" =
pour tout i,j, 1. Si K=Q(«Y, ..., a®), de I'égalité

(29) D(x) = Hl_gjs& (el — D)2

il résulte que
H NE;Q(-IU)—SCU)) = [D(cx)|t":m = D[K=Q]’
1=i<j=k
d’ou _ _
0< INKUIIQ(a(J) _a(l))| = DIK;:Q12 = DA = C1os

pour chaque couple 7, j (i#/) et pour tout /.
Employons le lemme 4 avec G=c,,. Pour des indices arbitraires i, j, / différents
deux a deux on a

(@® — g D) £ (6 — D) 4 (2 — o) = 0,
c’est-a-dire les nombres entiers (2 —a?, g —gP, o —o@D) différents de zéro
satisfont a la fois a I’équation (17) et a I'inégalité (18). D’aprés le lemme 4 il existe

donc une solution (B{, B, piD) de (17) en entiers de K, associée a la solution

max h(B0) = exp [ey, (4" V0 [log ey + ]} ¥V = €y

1=5=3

indépendamment de i, j, I, oll ¢;; =(log ¢g)"~ 'V ¢cy. Donc, avec une unité & € Kjps 0N a

aD — @ — BB D _ 5 — pBAMW 5B _ (1) = ¢RI

Si k=3, on obtient pour chaque k=i=>3
aD — D = g B 4 _ ) — 8’ﬁ§12‘), a® — g = g’ pi120)

avec une unité &’ €K,,; et avec des entiers 1% € Ky, tels que A(f12))=cy,. Il en
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résulte &’ =gB{123)/p12), est-a-dire avec g;=p{ BI/B1 on a o —ad = gg,.
De plus, pour chaque j#2, i on obtient

0@ — o) = B oD gD = AN g _ D — g7 gD

avec une unité ¢” € K,; et avec des nombres entiers f*/ € K,;; tels que h(B*)=c,,.
On en déduit &” =gg,;/p*?, c’est-a-dire

i ) 2l (2i —
a(l) —a("l) = 8@'30( ‘h!ﬁ] h = EQI i
ou

1
h(oy) = chelf* P =cli*'=cy et h [Q—] = 'Y = e,
ij

L’estimation obtenue est évidemment valable pour chaque couple i, j (i=j) et aussi
dans le cas k=3.
De (29) on déduit
ghk-1) — !.)(’:.s)(mﬂJf £ o) Y,
d’ou I'on obtient
h(s"‘""”) = Dck-D (n-1) _ C1a

et
1 1

}1(8) = c::k-—l) — Dl(k—-l) ci;«-l

= €15+

Enfin, si «®—o) = ¢;;, alors pour chaque couple d’indices 7, j (i) on a

1
h(o:;) = h(e)h(gij) = 15+ €13 = DMV ¢35 = 4.

Considérons de nouveau le nombre entier primitif  dans L, utilisé déja précédem-
ment. Vu que #(3)=)D, en conséquence de I'inégalité 1 (3"’ —69) = 2)D on
déduit

40 = [DE)| = VD) = ¢

Dans L il y a une base d’ entiers de la forme

My ® s
(1w, .”’Wk_l)-—[l’ R e N

ou Y(0) = 8 +and° ' +...+ay; 4,,a,€Z et A4/4(9), |a,|=4(3) pour chaque
1=s, r=k—1 (voir [3], p. 11.). Ici on a
k-1
h(Y5(0)) = kAd(O)h (o) = keyaD® (I=s=k-1)
et
ﬂ k*—1

h(w) = keyyD T = k2¢-DD = = ¢
d’ou

hw® —w®)=2¢c,, (=5, i=k-1).

Considérons ensuite la représentation

a=a® = xg4+,W;+ ... +Xx_1Wi_1 (x€Z, 1=si=k-1)
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de x et prenons le nombre
@' = Xy Wy+ .+ X Wi

équivalent a «. Alors pour les conjugués de «” on conclut

D — D) = o0 ) = g

Désignons par w =w,, ..., w® (1=s=k—1) les conjugués de w, correspondant
a a®, ..., o™ et considérons le systéme d'équations

Ou = A o/ ® = x, (4D —wP) + ... + 3,y (0D — W)

Oi-r,p = XEV—a'® = x, (WD —wP) + ... + X (WS — w2

en Xy, ..., Xx—;. La valeur absolue du déterminant de ce systéme d’équations est
\D;|*2>1. En éliminant les inconnues x;, nous obtenons

x| = (k—1)cig(k —2)!1(2¢15)* 2 = €49,
d’ou
h(@) = kcygeyy = k12* 20y cia 2,
et finalement
H() = (2h(x)) = (k1)F24*=D cky he=D,

Aprés un petit calcul on obtient

(kD22 E-Del - = o,

De plus, en considérant dans la constante ¢, les estimations log ¢y0+¢yy = 1,5¢y,
et 6kn.1,5Gn+1)* < 2@+1* on déduit

c‘};‘" = exp {cg’+¢u+2(4n’+u+lf!nsn)(2n+l)3}.

Vu que ¢ =(log cg)" Ve, et co=(2k*YD)y"™=D, en conséquence de 23=|D;| et

log 2+61log k+-%- logD =2 % log D il en résulte

cﬂ'+u+3(4a3+u+l!2nau)(2n+l)! = [(3k)"D(log D)ifn]n{n'—(m)n—lm)
et

(30) H(') = exp {[(3k)"2 D (log D)*/ -1/}

Enfin, on en déduit (5) pour | /* |, ou f* est le polyndme minimal de o’, équivalent a f.
Ensuite nous démontrons I'inégalité (5) pour des polyndmes réductibles. Con-
sidérons un polyndme unitaire f(x)€Z[x] réductible sur Q et soit

Jx) =A%) ... (%)

la décomposition de f(x) en facteurs irréductibles dans Z[x]. Vu que D(f)=0,
les polynémes unitaires f; sont différents deux a deux. De 0<|D(f)|=D et de (11) il
résulte

31) 0<DHI=D (@(=1,..,0.
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Par conséquent, d’aprés (5), pour chaque 7 il y a un polynéme f;* équivalent a f;
tel que
Il = exp {[(3k)*D(log DY/m] ®i-1D} (i =1, ...,7),

ou k;=deg f;, n; = 6[!;"] dans le cas k;=3, et m;;=1 dans le cas k;<3. Soit

n=6 [k; 1) pour k=4 et soit n=1 pour k=3. Alors on a pour chaque 7

() 12 = exp {[(3(k — YD (log DI e-12) = ¢y,

Si f; est linéaire, soit /{*(x)=x. De plus, si f; et /; sont équivalents, choisissons les
polyndmes f;* et f;* identiques et fixons un systéme des f;* qui possédent une telle
propriété. Alors on peut écrire f;(x) = f;*(x+a;) avec des nombres entiers ration-
nels convenables g;. Si R(f;, f;) désigne le résultant de f; et f;, d’aprés (11) il résulte

(33) 0 < |R(fi.f) = |[R(f*(x+a), ff(x+a))| = VD

pour chaque i, j (i#j). :
Soit L;; le corps de décomposition de £;*(x)f;" (x). Alors [L;;: Ql=k! k;!=k!=c,.
Désignons par «; et «; une racine de f;* et f;* respectivement et soient

ki k
= I x—af), ff= 1}1 (x—a),

u=1

(2 =, afV =a;). En conséquence de H(2)=| fi*ll, H(x)=| ff| et de k;k;=k*/4,
on obtient

: 2
H(a(—aj) = (4kjkjcgu)kfk1 = (k”’cm)“ = Cag ct deg (a:'——tx_,-) = k‘kj = %.

Soit Fjj(x) = xN+b,x¥1+.. . +by€Z[x] le polyndme minimal de o;—a;, ou
N=deg F;;=k?/4 et max |b,|=| F;j=c,. Alors

1=m=N

R(f*(x+ay), fi(x+a)) = : Hk (" —a) - (af” —a)).

=usk,
155“5*1

Si L;;# Q, prenons ici la norme des deux cotés dans L;;. De (33) on déduit

(D)= = INL,,,-Q((%“G.’)“(1,'—“;))‘ =
= |NL,_,;Q((“;_ai)_(aj‘_ai))l = IFU("J““;')!-

— k® .
On a |a;—ay é(V‘D)"“-i-?cn = (y3, parce que dans le cas contraire, on ob-

tiendrait
|Fu(aj"'ai)| = |(a; —a)® + b, (a; —a)¥ 14... .+ by =

k2 2
= |a;—a|¥(ja;—a;| = {|bs| + ... + byl}) = |a;—ayl —Z s> (VB) P

L’estimation concernant |a;—a;| est évidemment vraie aussi dans le cas ou L;=0Q.
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Enfin, prenons par exemple le polynome f*(x) = f(x—a,) équivalent a f(x) et
considérons la décomposition

f*(x) =f1(X) fr(x) =.fl(x_al.) '"f;-(x_al)a
fitx) = filx—a) = f*(x+(a,—ay).

ou
Ainsi, d’aprés
5)
Fix) =ff(x+(a,—a)) = Z'f* (aa

et d’aprés || f;*|| =c,, nous obtenons

Ifill = max {[i'] Ia;-—all"i"+c2,,|ai-al|"-"“1[[k‘ ]+ +[ ]]}5020 i

0§’§ki"1

en supposant que a;=a,. Mais cette inégalité est vraie aussi dans le cas ou a;=a,.
Donc, on déduit

3 ky+ ... +k,|
T E :Q (ca0+cky) degf, ... degf, = chycks [1—+}-+_'] i3

£l Cgokr = kak
- (54 = (5

On peut aisément obtenir que

k(l.fz) k242 i k(lfi)k9+2

7 Ui = 3 "

e k* T \e
e = (VYD) +Zcz2 =(/D)=+
En supposant que k=4, on en déduit
||f*|| = [}ﬁ"] utcgus = ¢

= exp {2k*[(3(k — 1))"* D(log D)V]-11} =
= exp {[(3k)!2 D (log Dy rt-1), [ =6 [kg 1]]

ce qui prouve notre théoréme pour k=4. Pour k=3 on obtient (5) avec n=6 [g] =
=6. Enfin, si k=2 et f(x) est réductible on a || f*|=}D pour un f* équivalent a 1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Pour des polyndmes du second degré I'asser-
tion est évidente (voir le cas k=2 dans la démonstration du théoréme 2). Si f(x)
est irréductible, de (5), (25) et de (26) on obtient immédiatement (6") pour k=3.
Si f(x) est réductible, d’aprés (31) on peut donc prendre dans (32)

I£i¥ll = expexp {2 (log D)**} = ¢y =1 .

et, comme nous I'avons prouvé au cours de la démonstration du théoréme 2, on ob-
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log DJ
3 ¥

tient || /)| =cs¥, ot k=deg f. Mais d’aprés le théoréme 1 on a k = 2 [H— 6

d’ou I'on déduit (6).

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 2. Soit f(x) € Z[x] un polynéme unitaire tel que
0<|D(f)|=D et | f(0))=N. En conséquence du théoréme 3. il existe un polynéme
f* équivalent a f pour lequel | || =¢,. De plus, d’aprés le théoréme 1 on a deg f* =
=deg f=c¢,. Soit

[*(x) = x*+a,x* "+ ... +a,

ou |a;|=c, et soit f(x) = f*(x+a) avec un certain a€Z. Nous allons démontrer
que |a| = max (¢;¢c;+1, N) = ¢(D, N). Dans le cas contraire on obtiendrait

Q) = |f*@) = |a"+a,@" '+ ... +a| =
= o~ (lay| + ... +]a])af*"* = |a|(la| —cre0) > N,
ce qui est impossible. Par conséquent, en supposant que ¢=0, on a

I/ = ff(x+a)| = max {[k] laf*=5 + ¢, |alt 51 [[k ;l]+ +[j]]} =

oss=k—1 |\F
= cy¢(D, N)9,
et notre proposition est démontrée.

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE 3. Soit f(x)€Z[x] un polyndme unitaire de
degré =2 et de discriminant |D(f)|=1 lorsque on a nécessairement |D(f)=3.
Alors, d’aprés les théorémes 1 et 3 on obtient deg f=c,(|D(f)!) et | f*| =c,(|D( 1))
pour un polyndme f* équivalent a f. Soit

fH(x) = x*+a,x* 2+ ... +a;

lorsque k=deg f*=c, et A(f*)=4(f), D(fH=D(f).Si L(f*) = 1+|ay|+... +|a.],
alors L(f*) = (k+1)| f*|. Ainsi, d’aprés un théoréme de K. MAHLER [12]

J(f*) - 3k—(k+2))‘EID(f*)1 L(f*)—(k—l) = |D(f*)|{cg(ID(f‘)[)}“’1(“’(’"’”,
d’ou I’ on obtient

A(f) = (DU {es(| D))} -2 = o,

NOTE AJOUTEE AUX EPREUVES 1. Dans la démonstration du théoréme 2, la valeur de la cons-
tante ¢, peut étre considérablement diminuée dans (28". Soient K; = Q(e;), K;; =K;(x;), K, ;i =K, ().
Pour les discriminants relatifs on a Dxu 1K, D KoKy | D(2). A I'aide de I'application successive d'un
théoréme de Hilbert (voir [8], p. 430.) on peut obtenir I'estimation

(28" IDKI.J.,1 = |NKU,‘Q(D(a'));'JNK(,I’Q(D("J))I[KUI:Ku}.lDK,l[K”':x‘l = Ds(i—l)z -

En calculant avec cet ¢, au cours de la démonstration, dans le théoréme 2 on peut prendre

3 K
() 1f*1 = exp (4% V' (k- 1) ¢-D D3 (jog Dyt k-1 Unt+dnt2)), [" = [3]]
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au lieu de (5), d’ot . i
(6) If*I = exp exp {(log D)F  +(log D)**+4+ (log D)* log log D},

3
en supposant que = (k—1)*(4n*+4n+2) = (log D)’ avec une constante §=0

2. Récemment H. M. Stark (Acta Arith. 24 (1973), 251—259) a amélioré les estimations qui
se trouvent dans les lemmes 2 et 3. En utilisant ces estimations récentes et I’amélioration ci-dessus
de la veleur de ¢;, dans le théoréme 2 on peut aisément obtenir I’estimation

]
(5" If*1 = exp {c[(log DY "1 DFPE-D*A+y - (.0 constante)

avec une constante ¢ =c(k, &) calculable explicitement.
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