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Solucdes de alguns problemas da equacéao de
Burgers unidimensional

Solutions of some problems of the one-dimensional
Burgers equation

Resumo

Nesse artigo, é utilizada a transformacéo de Hopf-Cole para
obter a solucdo da equacdo de Burgers unidimensional em
alguns casos particulares de condicdo inicial, baseados na
equacdo de conducdo de calor, nos dominios infinito, semi-
infinito e finito até entdo ndo referenciados na literatura
consultada sobre o assunto. Um exemplo particular da
equacdo de Burgers com condicGes iniciais por partes foi
resolvido como uma onda viajante usando a condicéo de
Rankine-Hugoniot e também utilizando a transformacéo de
Hopf-Cole, e deve enunciar de forma clara e sintética o
problema de pesquisa, a abordagem metodoldgica
empreendida, resultados e conclusdes.

Palavras-chave: Equacdo de Burgers. Transformagéo de
Cole. Dominio finito e infinito. Solucdo explicita. Onda
viajante.

Abstract

In this paper, the Hopf-Cole transformation is used to obtain
the solution of the one-dimensional Burgers equation in
some particular cases of initial condition based on the heat
conduction equation, in the infinite, semi-infinite and finite
domains not previously referenced in the estimated
literature about the subject. A particular example of the
Burgers equation with initial conditions in parts was solved
as a traveling wave using the Rankine-Hugoniot condition
and also using the Hopf-Cole transformation.

Keywords: Burgers equation. Hopf-Cole transformation.
Infinite e finite domain. Explicit solution. Travel wave.
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1 Introducao

A equacdo diferencial parcial (EDP) quase linear, de segunda ordem, parabdlica

unidimensional
2
(8_u]+u(8_ujzv a—l: , a<x<b, t>0, 1)
ot OX OX

onde u :u(x,t) e v é um parametro, € conhecida como equacdo de Burgers (KUTLUAY;

BAHADIR; OZDES, 1999, p. 252), sendo ela um caso particular do sistema de equacdes
idealizado por Burgers (1948, p. 172-173) para formular um modelo matematico
unidimensional de turbuléncia para ser usado em problemas de hidrodindmica. Nessa equacéo,

A 1 . . . .
0 parametro v = R’ R >0 € o nimero de Reynolds que é usado para representar os efeitos

friccionais devido ao movimento do fluido, seu valor indica se o fluxo é turbulento ou laminar.
Segundo Dhawan, Kapoor, Kumar e Rawat (2012, p. 405) a equacdo de Burgers envolve
simultaneamente os efeitos de propagacdo ndo linear e os efeitos difusivos representados

. ou o%u « o «
respectivamente pelos termos u (&) e V(WJ . A equacdo de Burgers é similar as equagdes
de Navier-Stokes, as quais segundo Fox, Mcdonald e Pritchard (2015, p. 199-200), constituem
um conjunto de equacdes que sdo largamente utilizadas para descreverem escoamento de fluido
com énfase no movimento das particulas, o que torna a equacéo de Burgers ainda mais atraente.
Para verificar a similaridade dessas equacdes basta considerar o escoamento como sendo
unidimensional, incompressivel, de viscosidade constante e gradiente de pressdo nulo. O
modelo de Burgers tem sido utilizado, segundo Dhawan, Kapoor, Kumar e Rawat (2012, p.
406), na propagacdo de ondas ndo lineares, ondas de choque, dindmica de gases e choques de
fluxos entre outras aplicagdes de importancia.

Na equacdo (1) os termos u, X,t e v séo respectivamente a velocidade do escoamento

de fluido, a coordenada espacial, o tempo e o coeficiente de viscosidade cinematica. A equagao
de Burgers foi resolvida primeiramente por Hopf (1950, p. 204) no semiplano t >0 e depois
por Cole (1951, p. 231), que apresentou um modelo tedrico de decaimento de turbuléncia livre
em uma caixa onde a condicdo inicial e de fronteira sdo dadas por

u(x,0)=uy(x), 0<x<L 2

u(0t)=u(L,t)=0, t>0. ®)

A equacdo (1) pode ser resolvida mediante a transformacdo Hopf-Cole (KUTLUAY;
BAHADIR; OZDES, 1999, p. 253) dada por

2v (060
=5 (5) @

onde 9=0(x,t) é a solucdo da EDP linear que governa problemas de conducgéo de calor
unidimensional dada por
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ot OX
sendo u dado na equacdo (4) a solucdo da equacdo quase linear (1). Reciprocamente, se u é
solucéo da equacdo (1) entdo & obtido da equagéo (4) é solugédo da equacéo de calor (5), a
menos de um termo arbitrdrio multiplicativo dependente do tempo e que € irrelevante na
equacdo (4) (BENTON; PLATZMAN, 1972, p. 195). A equacdo (1) depende essencialmente
da condic&o inicial u, (x) onde figura na expressdo da solugdo u(x,t). A equagdo de Burgers

: (®)

é, segundo Bahadir, Kutluay e Ozdes (1999, p. 252), uma das poucas EDP’s ndo lineares que

(1972, p. 202-208) disponibilizaram uma tabela contendo trinta e cinco solucbes explicitas
distintas para as equagdes (1) e (5) com a condicdo inicial (2) em um dominio infinito.

Nesse trabalho revisamos de forma mais detalhada, a solucéo do primeiro exemplo dado
por Cole (1951, p. 231-232) que trata de uma onda de choque que se aproxima rapidamente de
um estado estacionario e que servira de apoio para os exemplos aqui apresentados. Com base
nessa revisdo a solugdo da equacdo de Burgers com as condicGes (2) e (3) utilizando como
condicdo inicial a funcdo cosseno foi resolvida. Considerando apenas o primeiro termo da

condicéo de fronteira u(O,t) =0e a condicdo inicial u, (x) , uma solucdo explicita da equagéo

de Burgers em meio semi-infinito foi disponibilizada sendo que esse exemplo ndo consta da
literatura disponivel dos diversos autores citados nesse artigo. Uma equacéo de Burgers, com
condicédo inicial constante por partes, foi resolvida detalhadamente usando a condigdo de
Rankine-Hugoniot (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013, p. 254-256) e a
transformacéo de Hopf-Cole (KUTLUAY; BAHADIR; OZDES, 1999, p. 253).

2 Métodos

A lei da conservacgdo de massa, caso homogéneo, é expressa matematicamente na forma
integral como (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2015, p. 106)

%IpdV+Ip\750‘zO, (6)
Q oQ

sendo do=fi-do, onde Mo vetor normal ao elemento de area do da superficie &Q da regi&o
Q fixada do espaco tridimensional onde o fluido escoa, sendo Q denominado volume de

controle (VC). O primeiro termo integral da equacdo (6) é a taxa de variacao de massa dd—l\:l de

uma substancia de concentracdo p = p(X,t) dissolvida no fluido com campo de velocidade
vV :\7(X,t) .Oproduto pV éadensidade de fluxo de massa, isto é, é a quantidade de substancia

que atravessa uma unidade de area da superficie de controle por unidade de tempo. Se %é

continuaem Q , tem-se segundo Crowell, Trotter e Willianson (1972, p. 488) que
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Das equacdes (6) e (7) e do teorema da divergéncia (GUIDORIZZI, 2019, p. 234)
resulta a forma diferencial da equacéo de conservagdo de massa dada por

op =
—+V.pV =0. 8
P (8)

No caso unidimensional, a equacdo (8) fica na forma escalar dada pela equagéo
diferencial parcial hiperbdlica como

op o)

a T ®)

Se F(Y(,t) é a taxa de criagdo ou destruicdo de massa, a lei de conservacdo de massa
fica na forma

op © (P q) o
ot OX (%) (10)
No caso unidimensional a equacao (10) é dada por
o(pV
P AN) gy, 1)
ot OX
No caso escalar, o termo pV representa simplesmente o fluxo de massa, por exemplo,
em kg . Em particular, se V =vi , onde v é constante, a equaco (9) pode ser escrita como
S
PPy, (12)
ot OX

onde é denominada equacdo linear de adveccdo (LEVEQUE, 1992, p. 17) ou equagdo de
transporte de massa. Vamos substituir p(x,t) por u= u(x,t), onde u designa a concentragdo

de alguma quantidade preservada Q , para distinguir o modelo fisico p , do modelo matemético
teorico u. Seja f (u) =uV ,istoé, f éuma funcdo de fluxo de massa. Desse modo, para o caso
unidimensional, a lei de conservacdo ou de continuidade dada pela equacéo (9), fica agora sob
a forma conservativa dada por
of (u
au ot (u)

=0. 13
ot OX (13)

2

Em particular, fazendo f (u)= %u a equacdo (1) é escrita na forma conservativa da

seguinte maneira
ou of (u) &4
—+——2=V

ot ox x>
A lei de conservacdo na forma integral (6), nesse mesmo meio unidimensional fica na
forma

(14)
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—I xtdx I U(Xt) =0. (15)

Considere a solugdo u =u(x,t) e f(u) tal que ambas tenham derivadas continuas,
exceto sobre a curva x=¢£(t) no plano xt onde u tem um salto descontinuo. Sejam x. e X,

ndmeros reais tais que x. <x=¢&(t)<X,, ou seja, um intervalo [xc,x,] contendo a

descontinuidade sendo interpretado como um VC unidimensional. Da continuidade de u tem-
se a existéncia dos limites laterais dados por

u(§E,t):XEQ?)_u(§(t),t), (16)
u(&t)= lim u(&(t),t). (17)

x=¢(t)"
Usando a regra de Leibniz (AVILA, 2006, p. 123-124) e o teorema fundamental do
calculo na equacao (15) resulta

x{ %udxw((f(t)_,t) S +;£)2—l:dx—u(§(t)*,t) S=—f(u(xp.t))+ f(u(xe.t)),  (18)

onde
_dg(t)
dt

é denominado velocidade da descontinuidade. Como g—l:é limitada, as integrais da equacao

S , (19)

(18) véo a zero quando x= f(t) é aproximado por X respectivamente pela esquerda e pela
direita. Dai obtém-se da equacdo (18) a forma algébrica
Af =S Au, (20)

onde Af = f(u(xp,t))— f(u(xz,t)) e Au=u(xp,t)—u(xe,t). A equagdo (19) pode ser ainda
colocada na forma em que é denominada condicdo de Hankine-Hugoniot (TORO, 2009, p. 71),
dada por
A
Au’
Portanto, para o caso escalar a velocidade de descontinuidade S pode ser resolvida
usando as equacdes (19) e (21). Suponhamos que a equacdo (1) tenha solucdo em forma de
onda viajante (BIEZUNER, 2010, p. 74), isto &,

(21)

u(x,t)=g(x—ct), (22)
onde cé a velocidade da onda, e tal que, para t =0 tem-se os limites laterais
Ug Xgér(n 9(x), (23)
e
= lim o(x). @)
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Fazendo a mudanca de varidvel 7 =x—ct e usando a equacdo (14), a equacéo (1) fica
na forma de uma equacéo diferencial ordinaria de segunda ordem dada por
d(f
_Cdg(n)+ ( Og)(n): dg( )’ (25)

dn dn dn?

a qual, resolvida por integracdo simples resulta na equacgdo diferencial ordinéria de primeira
ordem na forma

f(90) ~cg0n) + A=v S, (26)
sendo A uma constante de integracdo. Assumindo que a funcdo g tenda aos valores ug e up
sem oscilacbes (BIEZUNER, 2010, p. 75), pode-se supor que dg—(n)zo em um pequeno

intervalo contendo a descontinuidade em x = &(t), ou seja, g(7) é aproximadamente constante

nesse intervalo e desse modo, obtém-se o sistema linear de ordem dois obtido da eq (26) dado

por
{f (uz)—cug +A=0
27)

f(up)—cu, +A=0

Do sistema dado pelas equagdes (27) tem-se que c:i—f, ou seja, a condicdo de
u

Rankine-Hugoniot dada pela equagéo (21). Substituindo o valor de ¢ em qualquer uma das
equac0es (27) pode-se determinar a constante A dada por

A=Y f(up)-ue f(uE).
Up —Ug
A resolucédo da EDO dada pela equacéo (26) permite obter u em forma de onda viajante
dada pela equacdo (22). Asolucdo U= Ianc] u’ (X,t) da EDP hiperbdlica na forma conservativa

dada pela equacéo (13), onde u‘(x,t) é uma solucéo da equacdo (14) com v <1, é dita solugéo
de viscosidade (BIEZUNER, 2010, p. 73).

3 Resultados e discussoes

Considerando a equacdo (1) e a condicdo inicial (2) e de fronteira (3), e supondo que a
solucdo ué uma funcdo limitada com derivadas necessarias para satisfazer a equacdo (1), é
valida a transformacédo dada pela equacéao (4) (COLE, 1951, p. 230). Integrando a equacao (4)
com respeito a variavel x tem-se

jﬁdf I (&.)de. (29)

A integral do lado esquerdo da equacéo (29) tem como uma primitiva a funcéo In 6’(9g ,t)
. Dai, e do teorema fundamental do calculo resulta

0(x,1) = Q(O,t)exp{—z—l\/iuo(g,t)dé] (30)

0
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onde u,(x)=u(x,0). Em particular

1 X

Ho(x):H(x,O)zCoexp{—gj'uo(cf)df}, (31)
0

sendo C, =6(0,0) uma constante que sera cancelada pela transformagio de Cole. Com o

objetivo de apresentarmos outras representacbes da solucdo da equacdo de calor ndo
disponibilizadas por Cole (1951, p. 231-235) e também por Benton e Platzman (1972, p. 202-
208), vamos analisar com mais detalhes no que diz respeito a obtengdo da solucéo, o primeiro
exemplo da equacdo de Burgers (1) em um meio infinito unidimensional com condicao inicial
dada por uma funcdo constante descontinua por partes, apresentado por Cole (1951, p. 232).
Esse exemplo trata-se, ainda segundo Cole, de uma onda de choque que se aproxima
rapidamente do estado estacionario. As condices iniciais s&o

u x <0,
Up (X) = {_; <=0 (32)
1 .

u, X
C.exp| ==| x>0,
: p(ZVj
u, X
C.exp| -+ | x<0.
0 p( ZV)

A solucéo para a equacdo de calor (5) em um meio infinito com condig&o inicial 6, (x)
é dada segundo Carslaw e Jaeger (1959, p. 53) por

Da equacdo (31) tem-se

6,(x)= (33)

0(x,t):ﬁiexp{—%}%(§)df. (34)

Das equac0es (33) e (34) tem-se

O(x,t)= zcﬁ{fexp{ %:lexp( 1§]d§+jexp|: (X;Tf)}exp( 1§j 5} (35)

Vamos resolver a segunda integral da equacéo (35) de modo que a primeira tera solucao
analoga.

Texplz—%}e ( 1§)d§ EXP(——ZJllm J'exp{(982_2§(X+z\l:t)+(x+ult)z)}exp[(X;:tt) Jd?

0

2
_((2x+ut)y ), _(5_(X+U1t) )
=exp (—4\/ lim '([exp e L (36)
. - t .
Fazendo a mudanca de variavel o= M na integral (36) resulta
2-/vt
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Pl g (ug (@crutu)l b ey T
J‘exp{_T exp(zjdgzz\/ﬁ exp| = je do+ lim I e do (37)

0 _ X+t 0

2t

ou seja,

foxp| (=5 (ﬁj _ (@2x+ut)u X+t
I exp{ ot exp o dé _2\/ﬁexp " 1+erf ot : (38)

0

onde erf(x)=%fexp(—n2)dn, ¢ a funcdo erro de Gauss satisfazendo as seguintes
%
propriedades (CARSLAW; JAEGER, 1959, p. 51)
erf (0)=0, erf (0)=1 erf (—x)=—erf (x) e erfc(x)=1-erf(x). (39)

De modo analogo obtém-se

je p{ }exp( 1§Jd§ 2 VT exp (%J{l+erf(?\/¥lﬂﬂ. (40)

Das equac0es (35), (38) e (40) tem-se a solucéo a equacéo de calor dado pelas equagdes
(5) e (33) na forma

ulzt -u,x ux —ux _ ux
9(x,t):&eH e te e erf| P | eavgpf | XFUL | (41)
2 2vt 2vt
ou ainda, como
1 u uxy) = x+ut) == —X+ut
O(x,t)==C,e* | 2cosh| == |+e? erf | — |—e % erf (42)
2 2v 2-Jvt 2vt
Dai, e usando o fato que
2
9 ert { X j: ! exp(—XJ, (43)
OX 2wt vt 4vt
tem-se
i —(tu;+x)
Ux 4vt
ﬁsenh(mjw2V Ugpp| XHUL), 2
| Vv 2v vioo2Wmvt Jrvt
0 c, *+ (44)
a—é’(x,t)z—oe4V :

X 4y . —(tu-x)?
—UX _ 4vt _
e | Y| WETX ), 28 erf | XUt
v 2Jvt Nzt 2t

Das equagdes (4), (42) e (44) resulta a solugdo explicita para a equacdo (1) com as
condigdes (32) dada por
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2e? senh (l;lxj +e v erf [X:;iltJ+ erf EX«/EtJ
v 2t 2wt
U X U X ' (45)
2e2' cosh (ulxj+ev erf | XTUL | _gpp| XUt
2V 2 vt 2 vt
Quando t — Qas condices iniciais dadas pela equacgdo (32) sdo validas, usando para

isso as propriedades erf (+o0)=+1. Note que a constante C, foi eliminada na transformagéo
de Cole, conforme comentado anteriormente.

u(x,t)=-u,

A Fig. 1 mostra o perfil da solugéo da equacdo de Burgers dado pela equagao (45) para
u, =1, v=1.0, 0.1e 0.01no tempo t=0.02.

054

o]
Figura 1: Perfil da solucdo da equacédo de Burgers em meio infinito.

Pode ser notado que para v <1 a descontinuidade inicial ndo € suavizada pelo termo
parabdlico na equacdo (1).

Com base nesse problema, outras condicdes iniciais constantes por partes podem ser
estabelecidas em um meio infinito unidimensional, bem como, suas soluc@es explicitas.

I) Se as condicdes iniciais forem

u  |x|<L,
u°(x):{o le;_. (40)

Tem-se das equacdes (31,46)

C, exp(—%jul x| <L,

6, (x) = (47)
C, |x|> L.
Das equac0es (34) e (47) resulta
L (¢ L (x¢)° we o (x=¢)
o(x,t)= Gy J'e an d§+J'e - 2Vd§+J'e moder . (48)
2\mvt | L L

Fazendo a mudanca de variavel
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X-¢
= , 49
B N (49)

obtém-se

_ Uy (ut-2x) . .
O(xt)= S erf, (LLJJrerfc (u}re v lerf (u}terf [ﬂj (50)
2 24wt 24wt 24wt 24vt

Quando t — Qas condices iniciais dadas pela equagdo (47) sdo validas, usando para
isso as propriedades erf (J_r oo) = =1 e analisando a posicdo do x com respeito a L . Das equacbes
(4) e (49) tem-se

u(x,t)=_2;(9+’(t);’t), (51)
ou, de modo simplificado, ( )
AlXx,t

u(x,t) = S (52)

onde

Uy (Ut—2x)

= L+x-tu L—Xx+tu
A(x,t)=-uzvte @ |erf| ——=—2 |+erf | ————2 | |+
=0 Hm](mn

—(L2+x2) _
+4ve M | senh M —senh X—L
2vt 2vt
e

4(t=2x) L+x—tuj (L—x+tu) (L+x] (L—xj
B(x,t)=—nvt|e * |erf| ——=2|+erf| ————2||-erf | —= |-erf,| —= || (54)
.9 " { ( ( 2-/vt 2-/vt 2Jvt 2-/vt

A Fig.2 mostra o grafico de u(x,t) para u, =1,v=1.0, 0.Le 0.01no tempo t =0.02.

[/

(53)

'
%]
[

Figura 2: Gréfico de u(x,t =0.02) considerando u, =1e L =1.

Quando t — Qas condices iniciais dadas pela equacdo (46) sdo validas, usando para
isso as propriedades erf (i oo): +1 e analisando a posi¢éo do xcom respeitoa L.
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Pode ser notado que a medida que v — 0a equacéo (1) tende a uma equagéo de Burgers
inviscida do tipo hiperbdlica, onde as descontinuidades sdo transportas sem suavizacao,
podendo haver nesse caso, a formagdo de choques ou singularidades que podem trazer
dificuldades para o seu tratamento numérico (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013,
p. 228). Note que quando v =1, o termo parabdlico da equacdo (1) suaviza a descontinuidade
dos dados iniciais.

I1) Se as condicdes iniciais forem

0 |x<L,
()= {ul x| > L. (5)
Tem-se das equacdes (31) e (55)
C, x| <L,
6, = 56
(%) Coexp(—%j |X|> L. (0)

Das equac0es (34) e (56) tem-se

o(x,t)=

2 \/ vt L

L (x=¢)) g Lo (x=¢) o (6" we
J'e 4vte2vd§+J‘e avt d§+Ie mog gl (57)

Usando a equacéo (49) pode-se obter

_ Uy (—2Xx+ugt) _ _
(xt)_ erf L—X +erf L+X +e v erf, Lx-ut +erf, Lox+ut (58)
2vt 2vt 2Jvt 2wt

Da equacdo (58) e usando a equacéo (4) tem-se

Ax,1)
uix,t)= , 59
0=550) (59)
onde
(L+x)? (L-x)? Uy (=2x+u5t) . _
2ve M —2ve M —zvtue (erfc[—l' X+u1tJ+erfC£—L+X ultJ]
A(x.) = 2Vt 2vt (60)
X2 +L2-2xL+2u,Lt X2 +L24+2xL-2u,Lt
-2ve vt +2ve vt
e

exp U, (—2x +uyt) _ef Lox+ut), o[ L+x—ut])
w72t 24t

_erf [ L+ X j—erf L—x J_Zexp{ul(—2x+ult)}
2\t 2\t avt

A Fig.3 mostra o gréfico de u(x,t) para diversos valores de V.

B(x,t)=+/zvt (61)
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v=0.01
v=0.1
v=1

t=0.02

-7 -1 0 1 2

Figura 3: Gréfico de u(x,t =0.02) ,considerando u, =1e L =1.

1)  Se as condigdes iniciais forem

u(x,0)=uy(x), x>0, (62)
e a condicgéo de fronteira do tipo
u(0,t)=0, t>0, (63)
tem-se das equaces (4), (30) e (31) o problema de Cauchy representado pela equacao de calor
dada por
2
(%H@} k>0, 150, 6
ot OX
6(x,0)=6,(x), x>0, (65)
060
—(0,t)=0, t>0. 66
5 0 (66)

A condicdo de fronteira dada pela equacdo (66) indica que ndo ha fluxo de calor em
x = 0. Esse problema tem solucdo Unica, e é dada segundo Carslaw e Jaeger (1959, p. 56) por

O(x,t)= 1 w{exp{—ﬂ}—expl}w:ﬂ G,(&)dé . (67)

2\ vt 5 4vt 4vt

Em particular, se U,(x)=u,, resulta da equagéo (31)
U X
0,(x)=Cyexp| —— |, 68
0(x)=Cy xp[ Zvj (68)

que substituido na equacéo (67) obtém-se
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O(xt)= Zhl[explz (x=¢ )} exp{—%ﬂexp( ulf]dg (69)

As integrais que aparecem na equacdo (69) ja foram tratadas nos casos anteriores

fazendo para isso a mudanga de variavel g, = 5 para a primeira integral impropria e
2Jvt
B, = Xjf para a segunda. Com isso, a solugdo para o problema de Cauchy dado pelas
2+t

equac0es (64-66) é dada por

ut Ux WX
9(x,t)=lc e4v Zcosh(ulxj+e v erf — Ut —e? +erf X+ Ut , (70)
2 2v 2JW 2t

Muito similar a equacdo (42), 0 que era de se esperar, pois 0 caso semi-infinito pode ser
tratado como um caso particular do meio infinito. Das equacdes (4) e (70) obtemos a solugéo
para a equacdo (1) com as condicdes (62) e (63), dada por

Zse”h(ulxj EXD( jerf (X+ ult]+exp(—wj+erf (X_UJJ

2v 2v 2Vt 2v 2t

ZCOSh(ulxj— EXIO( jerf(x+ultJ—exp(—Wj+erf (X_Ult]
2v 2v 2Vt 2v 2t

cuja solucdo é similar a solucdo dada pela equacdo (45) do problema em meio infinito com
condigdes iniciais constante por partes resolvido por Cole (1951, p. 232). Quando t —0a

condicdo inicial dada pela equagdo (68) é valida. Para ver isso basta usar as propriedades
erf (£oo)=+1. De fato, se t — Otem-se da equagdo (71) que

Zsenh( ) j 2¢0s h( 5 j
u(x,0)=-u v Yoy, (72)
! U, X U, X !
2 cosh(lj - 23enh(1j
2V 2v

e para verificar a equacao (63) basta utilizar diretamente a equacdo (71) para obter
2senh (0)

u(0,t) = N =
2erfc( L j
2Vt

A Fig. 4 mostra o perfil da solucéo dada pela equagéo (71) para u; =1 e v=1 nos
tempos t=0,3,0.4,0.5e 0.6.

u(xt)=-u,

(71)

(73)
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Figura 4. Perfil da solu¢do no meio semi-infinito nos tempos t =0.3,0.4,0.5e 0.6.

IV- A condicdo inicial e de fronteira sdo dadas por

u(x,0)=uy(x), 0<x<L, (74)
u(0,t)=u(L,t)=0, t>0. (75)

Tais condicBes correspondem, segundo Cole (1951, p. 233), a um modelo tedrico de
decaimento de uma turbuléncia arbitraria inicial confinada a uma caixa. A solucéo exata desse
problema (COLE, 1951, p. 233) para a condicdo inicial ou perturbacdo periddica dada por

u=u, sen (”Tj , foi utilizada por varios pesquisadores, como por exemplo: Caldwell e Smith

(1982), Dhawan, Kapoor, Kumar e Rawat (2012) Hon e Mao (1998), Kutluay, Bahadir e Ozdes
(1999), Mittal e Singhal (1993) e Romao, Martins e Moura (2013) para resolverem a equagéo
de Burgers numericamente utilizando variadas técnicas. Devido a importancia tedrica desse
modelo, vamos descrever mais detalhadamente a solugcdo desse problema e apresentar mais um
modelo periddico de turbuléncia inicial para uma compara¢do com o modelo proposto por Cole.

Das equacdes (4) e (31) e das condicdes (74) e (75) tem-se a EDP linear de calor dada

por
(%) = v[i—f} x>0, t>0, (76)
ax)=C,o0 - Lfulepe| xo )
Loy-2 (L t>o (78)

Esse problema tem solucdo unica e limitada, e pode ser obtida pelo método de separacéo
de variaveis sendo dada segundo Boyce e DiPrima (1999, p. 413) por

O(x,t)= A, + iexp(— anz_fthAn cos(nTﬂXj, (79)
n=1
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onde os coeficientes A, e A, sdo determinados pela condigdo inicial, isto é,

=A, + i A, cos(nTﬂXj. (80)
n=1

Cole (1951, p. 233) ndo mostrou como foram determinados esses coeficientes, o que

faremos a seguir. Multiplicando ambos os lados da equacéo (80) por cos(%) e integrando de

Oa L eusando as relagdes

L 0 p#n
J‘cos( prX jcos( n”dex =<L : (81)
5 L L E p=n
obtemos as seguintes relagdes
L L
j@o (x)cos[%jdx = A, j cosz[%jdx = AL, (82)
0 L 0 L
; L
!6’ (x)cos( jdx A, I cos ( 3 jdx = A, > (83)
Das equac0es (82) e (83) e da equagédo (31) tem-se
1.5 af
A = ECO_[exp(—(Zv) !uo (f)dgjdx : (84)
eparan>0
2 L - X
A = Ecolexp(— (2v) 1J;uo(§)d§Jcos( C jdx (85)

Das equac0es (79), (84) e (85) e da transformacado dada pela equacéo (4) resulta

vn 7zt N7z X

27V Z_llne p( Jph en(Lj
vn 7rt nzXx
Ab+nzl"exp[ ]Ah os( i ]

Vale ressaltar que no artigo original de Cole (1951, p. 233) os termos A, ndo estavam

corretamente apresentados, pois faltava na equacéo (45b) do texto citado, o termo em cosseno
como aparece na equacao (85) onde atribuimos esse fato a um possivel erro de digitacdo. Para
largos tempos t Cole (1951, p. 234) derivou uma equacdo mais simples para u(x,t)

considerando so6 o primeiro termo do numerador A, para obter a equacdo aproximada dada por

u(xt)= Lvﬁze p[ L;tjsen(ﬂ—l_xj. (87)

(86)

u(x,t)=
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Para U, (x)=u,sen (”—ij com U, =1 e L =1, asolugéo dada pela equacéo (86) fica

na forma
in exp(-vn’z’t) A sen(nzx)
u(xt)=2zv—=2— , (88)
A+ Y_exp(—vn’z’t) A, cos(nrx)
n=1
onde

Ab = Cojexp{_M}dx, (89)

2v
A = ZCOEeXP{—W}COS(””X)"X- (90)

Para u, (X) = U, cos(%j comup =1e L=1,tem-se
Ay = cojexp[-(zv)l sen (x) | dx (92)
A = 2cojexp[—(2v)‘l sen (x) | cos (nx) dx. (92)

A Fig.5a mostra o perfil da solucédo para u,(x)=sen(zx) e a Fig.5h, mostra o perfil

da solucdo quando u,(x)=cos(zx) com R=20 ou v=0.05 para os instantes
t=0.01,04,0,5¢e 0.6.

14
u
o5 4
# 0.5 — t=0.01
W o= — =04
=0.5
0,7 . ) — t=0.6
0.6 / o
ns - 02 04 0.8
Al
0,4+ T
/
0z /J/ -0.5
03] /é/
o] [/ #
i . . 14
o o2 0.4
b -2
a) )

Figura 5: Curvas solugdes da equacdo de Burgers para R=20.

A Fig. 5(a) mostra a dominancia do termo convectivo sobre o termo difusivo com a
solucdo u formando uma onda de choque a direita com velocidade proporcional a u . Esse perfil
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de u é concordante com a Fig.1c obtida por Hon e Mao (1998, p. 46) para R =10. Na Fig.5(b)
é possivel notar que a difusdo é dominante, havendo pouca contribui¢do do termo convectivo
para 0 balanceamento da solu¢do da equacao de Burgers sendo talvez esse um dos motivos
desse exemplo ndo figurar na aplicacdo de métodos numéricos das referéncias anteriormente
citadas sobre a resolugdo numérica da equacdo de Burgers. E possivel observar uma maior
rapidez no decaimento da turbuléncia em relagdo a perturbacdo inicial conforme mostrado na
Fig.6. O uso da equacdo (88) é limitado, ou seja, segundo Hon e Mao (1998, p. 41) para valores
de R>4500 ndo € possivel computa-la, sendo que até mesmo para valores R>10a
convergéncia da equacéo (88) pode ser lenta (CALDWELL; SMITH, 1982, p. 382).

V- A condicéo inicial é dada por
1 x<0,
Uy, (X)= 93
o (¥) {0 x> 0. 43)

2
Usando a equacdo (14) onde f(u) = u? , @ equacdo (1) fica na forma conservativa nao

homogénea, isto €, ndo sdo desprezados os efeitos dissipativos devido a viscosidade do fluido.
Das equac0es (22) e (26) tem-se a EDO linear de Bernoulli dada por

do_o__~, (94)
dn 2v 2v

onde w=aw(n)=[g(n)]". Usando, u = —% como um fator integrante da equago (94) tem-se

1

1+C exp(nj
2V

9(n)= (95)
A constante de integracdo C pode ser determinada pela condi¢éo de Hankine-Hugoniot

(TORO, 2009, p. 71) dada conforme equacéo (21) para obter a reta de choque x = %t , onde

L= %é a velocidade de chogue. Como as solugdes de viscosidade da equacdo (13) sobre retas

caracteristicas sdo constantes e iguais as suas inclinacdes e como o caminho de choque tem

T 1 x « ] e
inclinacdo u, =5 a solucdo da equacdo (14) é ao longo dessa caracteristica, igual a

uV(x,t)=%, quando v—0. Logo, u'(0,0)=g(0)= % = % isto ¢, C=1. Portanto, a
+
solucéo da equacgdo de Burgers em onda viajante é dada pelas equacgdes (22) e (95) na forma
v 1 1
u (X.t)=g(n)=g[><——j= . (96)
2 (Zx—t]
l+exp| ——
4y

A equacdo (96) satisfaz as condicdes iniciais dadas pela equacdo (93). De fato, se
2x—t<0entdo x <O para t =0, dai quandov — Otem-se u*(x,0) — 1. Contrariamente, se
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2x—t >0 entdo x>0 para t =0, dai quandov — Otem-se u"(x,0) — 0. Retirando-se a reta

de choque x=%t tem-se a solugdo da equacdo de Burgers inviscida dada pela fungédo

descontinua de classe C* (por partes), por

t
1 X<—,
u=u"_(xt)= 2 (97)
0 X<—.
2

Esse exemplo foi abordado por Biezuner (2010, p. 75) de forma sucinta com um erro na
equacéo (94), possivelmente devido a digitagéo, bem como, a omissdo da obtencgdo da constante
C na equacdo (95). Das equagdes (31) e (93) tem-se

C, exp(—z—)i/j X <0,

6, (x) = (98)
C, X>0.
Da equacéo (34) tem-se
107 ~ &Y
o(x,t)=———r j expl:— M}eo (&)de, (99)
- 4vt
2(7th)2 -
entéo,
0 2 ) 2
O(x,t)= il I exp{— M} exp(— éjdf + J.exp{— M}def : (100)
1 4vt 2v 4vt
2(7zvt)2 —e0 0
Essas integrais ja foram analisadas em exemplos anteriores, dai e usando a equacao (4)
resulta

exp( _2:v+ tj[u erf [Z}%t J:l

—2X+t —X+t X '
exp( j 1+erf[ J +l+erf[ J
4v 2:vt 2:/vt

Quando t — 0as condices iniciais dadas pela equacéo (93) sdo validas. Para ver isso
basta usar as propriedades erf (J_r oo) ==1. A Fig. 6 mostra o perfil das solucdes da equacédo de

(101)

u(x,t)=

Burgers obtida pela equacéo (96) denotada por u”, e pela equagdo(101) denotada por u, ambas
no instante t =0,02.
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Figura 7: Curvas solugdes da equacéo de Burgers para: (8) R=10(u'), R=100(u )e (b)
R=100(u"e u).

E possivel notar que a medida que v —0, ou R— o0, as solugdes da equagio de
Burgers sdo iguais, ou dito de outro modo, a solu¢édo u(x,t) obtida como na equacdo (101) é no

limite quando v — 0 uma “onda viajante”.

4 ConclusoOes

Foram analisados, a partir da solucdo da equacdo de Burgers unidimensional em um
meio infinito com condicdo inicial por partes, trés modelos tedricos ndo referenciados na
literatura, com decaimento inicial de turbuléncia em um meio infinito e semi-infinito, bem
como, um exemplo em meio finito de uma perturbacdo inicial cujo efeito mostra uma
predominancia do termo difusivo da equagéo. A solucao de um exemplo de equacéo de Burgers
com apenas um salto de descontinuidade na forma de uma onda viajante pode ser comparada
com a solugéo obtida da mesma equacéo, usando a transformacdo de Hopf-Cole.
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