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Capitol 1

Programacié no lineal

En els darrers cinquanta anys, 'augment de ’escala i la complexitat
de les organitzacions humanes ha portat com a conseqiiéncia un aug-
ment en el nombre i la dificultat dels problemes derivats de la seva
direcci6 i estratégia. Amb 'objectiu d’ajudar a la resolucié d’ aquests
problemes, apareix al final de la Segona Guerra Mundial 'anomenada
recerca operacional i la programacid matematica n’és un dels seus ins-
truments fonamentals. En concret, la programacié matematica té a
veure amb aquelles situacions (processos industrials, tactiques i es-
tratégies militars, assumptes economics, etc.) en qué cal optimitzar
(maximitzar o minimitzar) certes quantitats subjectes a diferentes res-
triccions. Pensem, per exemple, en un empresari que vol maximitzar
el seu benefici; és obvi que en la recerca d’aquest benefici Optim haura
de tenir en compte com a restriccions la quantitat de maquinaria que
cal emprar, el nombre de treballadors o el capital monetari que cal
invertir entre d’altres. En el camp economic i empresarial, és un lloc
comu afirmar que l'optimitzacié permet assignar de manera eficient re-
cursos escasos entre activitats alternatives. Doncs bé, quan aquesta
assignacié la du a terme un tnic subjecte decisori i els recursos sén li-
mitats ens trobem enfront de I’optimitzacié restringida o condicionada;
si, a més, no estem obligats a emprar totes les disponibilitats associades
als recursos, ’optimitzacié ho sera restringida per desigualtats. Aquest
fet reflecteix acuradament moltes de les circumstancies sota les quals es
desenvolupa I’activitat economica. Historicament, la programacié no li-
neal no s’inicia com a disciplina matematica fins el 1951 amb els treballs
de H. W. Kuhn i A. W. Tucker, encara que el premi Nobel H. Markowitz
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6 Programacié no lineal

dona a conéixer una mica abans el seu model de seleccié d’inversions
que passa per la resolucié d'un programa no lineal. En aquest primer
capitol estudiem els programes d’optimitzacié restringida per desigual-
tats no lineals i destaquem, sobre tot, les condicions necessaries de
Kuhn-Tucker i la seva aplicacié com a métode de resolucié efectiu per
a programes convexos. Comencarem amb un exemple senzill de pro-
grama no lineal.

Exemple 1 Un empresari produeir i ven dos productes, A i B. El
procés productiu preveu tres fases de manera que una unitat de A ne-
cessita un temps de permanéncia en cadascuna d’élles de 3, 6 1 5 hores,
respectivament, mentre que una unitat de B necessita 6, 4 i 5 hores. Si
les disponibilitats horaries maximes de les tres fases son, en aquest or-
dre, de 54, 48 1 50 hores, plantegeu el programa d’optimitzacid que ens
determina la produccié de A i B que mazimitza els ingressos generats
per la seva venda, suposant que els seus preus de venda unitaris son

p1=25—0.521 ¢ py= 30— 0.2z,,

en qué x1 és el nombre d’unitats produides i venudes de A, i xo el de
B.

Es evident que, sota aquestes hipotesis, la funcié d’ingressos totals
que cal maximitzar és

z = f(x1,72) = pr121 + Poxo = 2521 + 30w — 0.52% — 0.223.

Segons ’enunciat, les quantitats que cal produir estan subjectes a tres
restriccions temporals. Notem que el temps per unitat emprat en a-
quests processos no depén del nombre d’unitats produides. Com que

3x1 + 621

és el temps que la primera fase necessita per a manipular z; unitats
de A i x5 unitats de B, la primera d’aquestes restriccions s’expressa
formalment a partir de la desigualtat

3r1 + 625 < 54,

ja que 54 hores és el temps maxim disponible per a aquesta fase. De
manera analoga, les altres dues desigualtats que afecten el temps em-
prat per la segona i la tercera fases serien

61’1 + 41’2 S 48 i 5ZL’1 + 51’2 S 50.

Aix{ doncs, la soluci6 del problema passa per determinar I’'d0ptim (maxim)
7
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Programacié no lineal 7

de la funci6 d’ingressos totals f (1, x2) que satisfa les cinc desigualtats
31‘1 +6l‘2 S 54, 61'1 +4l‘2 S 48, 51'1 + 51'2 S 50, T Z 0 i i) Z 0.

El que cal, en definitiva, és resoldre el programa canonic d’optimitzacié
restringida per desigualtats

max 2z = 30z + 2025 — 0.527 — 0.223
sota 3x1+ 6x9 < 54

61‘1 + 41‘2 S 48

51’1 + 51’2 S 50

T1,29 > 0

Notem que aquest programa no és lineal ja que la funcié d’ingressos
totals no ho és.

En general, doncs, un programa canodnic d’optims restringits
per desigualtats és un problema d’optimitzacié de la forma

N\

max z = f(z1,...,%,) min 2z = f(x1,...,2,)

sota (51 (xlw"?xn) S bl sota (51 (xlv"'wrn) 2 bl
: 0 : ;
Gm (T1, .. ) < by Gm (T1, ... xn) > by
Ti,...,T, >0 ) T1,...,T, >0 )

on la funcié escalar
f:ACR" — R

és la funcid objectiu, les n variables x1, ..., x, sén les variables instru-
mentals, les m funcions escalars

JiyevsGm: ACR" — R

sén les funcions de restriccid i les m constants by, ..., b, son les cons-
tants de restriccié del programa. Es evident que tot programa canonic
es pot expressar de manera abreujada en la forma

max z = f(x) min z = f(x)
sota g(x)<b 3 o sota g(z)>b »,
xz >0, x>0,
en que
T 91 b 0
T = : , g= : , b= : i 0,= : € R™.
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El programa d’optims restringits per desigualtats de I’exemple anterior
és canonic ja que es tracta d'un programa de maxim, amb tres restric-
cions de menor o igual i dues variables instrumentals x; i x5 positives.
En aquest cas, la funcié objectiu del programa és

z=f(z) = f(v1,29) = 301, + 2035 — 0.52% — 0.223

la funcié vectorial de restriccié i el vector de restriccié sén

g1 (ZL’) 3131 + 61}2 bl 54
g@)=1| g(x) | = 6x1+4x, i b=| b | =1 48
g3 (I) dT1 + O b3 50

Notem que hi han dos tipus de restriccié en un programa canonic: les m
restriccions de caracter instrumental i les n restriccions de positivitat
de les variables instrumentals. L’important en la formulacié canonica
és el sentit de les desigualtats instrumentals: de menor o igual per a
un programa de maxim, i de més gran o igual per a un de minim.
En general, pero, no tots els programes sén canonics. Tanmateix, tot
programa no canonic es pot transformar en canonic seguint una série
de passos. Vegem-ne un exemple.

Exemple 2 Suposem que, per raons d’eficiéncia empresarial, el temps
disponible per a la tercera fase en la produccié de A i de B s’ha d’esqgotar.
Sota aquesta mova hipotesi determineu el nou programa canonic que
mazimitza els ingressos totals generats per la seva venda.

En aquest cas el nou programa que optimitza els ingressos seria

max z = 30z; + 20z — 0.52% — 0.223
sota 3x; 4+ 6x9 < 54

6ZL'1 + 4ZL'2 S 48

5T1 + dre = 50

T1,T9 > 0

Com podem veure, aquest programa no és canonic ja que la tercera
restriccié és una igualtat. Si volem obtenir un programa canonic equiva-
lent a aquest hem de substituir la igualtat per les dues desigualtats
associades. Fent-ho aix{ ens queda

\

max z = 30z + 20z — 0.52% — 0.223
sota 3x; 4+ 6x9 < 54

6£L'1 + 4!L‘2 S 48

511 4 dxry < 50

51‘1 + 5552 Z 50

T1,T9 > 0
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i si canviem el sentit de la quarta desigualtat s’obté, al final, el pro-
grama canonic

max z = 30z + 2029 — 0.52% — 0.222 )
sota 3x1 + 6x9 < 54

6ZL'1 + 4ZL'2 S 48

9x1 + 919 < 50

—5551 — 51’2 S —50

1,22 >0

Des d’ara emprarem el qualificatiu de programa per referir-nos a
un programa d’optims restringits per desigualtats sigui o no canonic; si
cal fer la distincid, ho indicarem explicitament. L’objectiu que ens pro-
posem és resoldre una bona part d’ aquests programes, és a dir, trobar
els optims (maxims o minims) de la funcié objectiu que estan sotmesos
a les restriccions de desigualtat associades. Iniciarem ’estudi recor-
dant un parell de resultats classics sobre 'existéncia i la qualificacié
dels optims de les funcions escalars.

Teorema 3 (Weierstrass) Tota funcid escalar continua definida so-
bre un compacte (tancat i acotat) de R™ admet mazims i minims globals.

Teorema 4 (Local-global) Si una funcid escalar f(x) és convexa
(concava) sobre un subconjunt S de R™ convex aleshores tot minim
(maxim) de f () sobre S és global, i si f(x) és estrictament convexa
(concava) el minim (maxim) és unic. A més, el conjunt format pels
minims (maxims) de f (x) és conver.

Enfront d’un programa cal tenir en compte en primer lloc el conjunt
de punts determinat precisament per les restriccions de desigualtat as-
sociades. Anomenem conjunt factible d’un programa el conjunt for-
mat pels punts del domini de la funcié objectiu que satisfan les desigual-
tats associades. Els elements del conjunt factible s’anomenen punts
factibles del programa. Si un programa té punts factibles s’anomena
programa factible i, en cas contrari, infactible. En el nostre cas, el con-
junt factible associat al programa de I’exemple introductori és el recinte
de R? definit per

3x1 + 629 < 54, 611 + 4y < 48
2 . 1 2 > ) 1 2 = ’
{(xbx?) €R™: 0x1 + 512 <50, x1>0,22 >0 }

Aixi doncs, els Optims d’un programa restringit per desigualtats son,
en particular, punts factibles. Aixo ens diu que, en general, aquests
Optims no coincideixen amb els optims lliures que la funcié objectiu
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pugui tenir. Arribats a aquest punt és necessari fer la distincié segiient
en la definicié d’optim d’un programa. En general, un optim finit o
acotat d’un programa

max z = f(x) min z = f(x)
sota g(z)<b 3 o sota g(x)>b
és un punt factible
7y
Ty = e R"
20

n
que optimitza localment o globalment la funcié objectiu sobre el con-
junt factible associat. En aquest cas, el valor que pren la funcié objectiu
en xy, és a dir,

ZOZf(ajo) :f(x?7"'7332)>
és el valor optim del programa en xy. Aixi mateix, diem que 1’optim
finit xg satura la restriccié i-ésima del programa quan

gi (m?, o ,x?l) =b;.

Per contra, si la funcié objectiu s’optimitza indefinidament sobre el con-
junt factible diem que el programa té un optim infinit o no acotat.
En aquest cas el valor optim és infinit.

Exemple 5 Determineu graficament el conjunt factible associat al pro-
grama
max 2z = 30z; + 2029 — 0.52% — 0.223
sota 3x1+ 629 < H4
6331 + 4(E2 S 48
51‘1 + 5$2 S 50
T1,T9 Z 0

1 proveu, al mateix temps, que té un unic maxim global.

Com que el conjunt factible associat a aquest programa és un sub-
conjunt de R? podem representar-lo graficament. En aquest cas tenim

T,

0,9

0,0
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Deduim, per tant, que el programa és factible. Una simple inspec-
ci6 visual ens permet afirmar que aquest conjunt és compacte i convex.
Aixi doncs, aplicant el teorema de Weierstrass, tenim que aquest pro-
grama té maxim global ja que la funcié d’ingressos totals a maximitzar,

z = f (21, 72) = 3071 + 2025 — 0.527 — 0.223,

és continua. Com que, en particular, aquesta funcié és estrictament
concava! deduim (aplicant el teorema local-global) que aquest maxim
global és tnic.

Hem raonat que el programa de I’exemple economic inicial és factible
i té un unic optim finit global, perd no sabem quin és. Val a dir que
les matematiques ens proporcionen metodes formals de resolucié que
ens ajuden a determinar, de manera practicament mecanica, els Op-
tims d’una gran majoria de programes. I’associat a les condicions
necessaries de Kuhn-Tucker que estudiem a continuacié n’és un.

Les condicions de Kuhn-Tucker

El meétode de resolucié de programes relacionat amb les condicions
necessaries de Kuhn-Tucker requereix, entre d’altres, que les funcions
objectiu i de restriccions siguin de tipus C? sobre el seu domini de
definicié, és a dir, que admetin funcions derivades parcials segones con-
tinues.? Aquestes condicions sén similars a 1’anul-lacié del vector gra-
dient de la funcié de Lagrange per a optims restringits per igualtats.

Teorema 6 (Kuhn-Tucker) Si el punt

0
Ty

fv%
és un optim d’un programa canonic de marim

max z=f(ry,...,2,) |

sota (51 <x17 s 7xn) S bl

gm(xla"'uxn) Sbm

xl,...,xHZO )

'Ho provem més endavant.
2En general, una funci6 escalar és de tipus CP si totes les seves funcions derivades
parcials d’ordre k sén continues.
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amb funcid objectiu f i funcions de restriccid gi,...,Gm de tipus C?
sobre un domini obert de R™, existeix necessariament un vector
0
Al
Ao = e R™
0
)\m

de manera que’

;. Of (wo) _ zmyo , (8953(3?0)

)
Gacj 1

1=

S agz To )
- ( 835] Z ( Oz )>$9=0,peratot]=1,...,n.

i=1

)gO,peratotjzl,...,n

3. gi(xg) < by, peratoti=1,....m
4. 23>0, peratotj=1,...,n
5. (gi (20) —bi) N =0, peratoti=1,....m

0. /\?ZO,peratotizl,...,m

El vector .
Al
Ao = : cR™
)\0
és el vector dels multiplicadors de Kuhn-Tucker /\?, e ,/\9,1 associats a

I’optim zy. Notem, per exemple, que la tercera i la quarta condicions
ens diuen que I'optim x( és un punt factible del programa de maxim.
Malauradament, aquestes condicions sén, en general, necessaries pero
no pas suficients; en altres paraules, que poden haver-hi punts que les
satisfacin sense ser Optims (poden donar-se molts exemples en aquest
sentit). Com a cas il-lustratiu trobarem les sis condicions de Kuhn-
Tucker del programa de I’exemple 1.

Exemple 7 Determineu les condicions de Kuhn-Tucker associades al
programa

max 2z = 30z + 2025 — 0.527 — 0.223
sota 3z + 619 < 54

61‘1 + 41‘2 S 48

51’1 + 51’2 S 50

T1,29 > 0

3Si el programa canonic fos de minim, tindriem el mateix canviant el sentit de les
desigualtats que apareixen en la primera i la tercera de les condicions del teorema.
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Com que el gradient de la funcié objectiu és

Vz= (62 82> = (30 — 21,20 — 0.415)

Oy’ Oy

i la matriu jacobiana de les restriccions és

991 99
8x1 8I2
Vg 3 6
092 Ogo
Jg=1| V = 22 2 |=|6 4
g ng 3961 ax2 5 s )
gs
995 993
33:1 8x2

deduim que les sis condicions de Kuhn-Tucker expressades per a un
punt qualsevol (z1,z3), amb multiplicadors A, Ay i A3 associats, sén

0z > dg;
—-> A o) = (80— 1) = (M1 + 6X +5)g) <0
i=1 1

3
i=1 2

0z > dg;
(a__ZA (w)) "=

:(30—1'1—3)\1—6)\2—5)\3)'1’1:0

0z > d9;
(a__ZA (m)) =

= (20 — 0.4z — 6\ — 4Xy — 5X3) - 25 =0

311 + 629 < 54
61‘1 + 41'2 S 48
51’1 + 5.132 S 50

1’120
.ngo

(3131 +6l’2 — 54) . )\1 =0
(61’1 +4l’2 —48) . )\2 =0
(51‘1 +5(L‘2 — 50) . )\3 =0

A >0
A2 >0 .
A3 >0
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L’estudi de les condicions suficients d’optimalitat restringida per
desigualtats és for¢ca complicat i no el farem. El que si que veurem, pero,
és el cas de la programacié convexa en qué les condicions necessaries
de Kuhn-Tucker sén també suficients. L’interés per aquests tipus de
programes rau en les seves aplicacions economiques.

Programacié convexa

Sota certes hipotesis de convexitat, les sis condicions necessaries de
Kuhn-Tucker ens determinen tots els optims dels programes. Donarem,
en primer lloc, la definicié de programa convex i enunciarem, tot se-
guit, el teorema fonamental de la programacié convexa.* Diem que un
programa de minim (maxim) és convex si les funcions de restriccié sén
convexes i, a més, la funcié objectiu és convexa (concava) o estricta-
ment convexa (estrictament concava) sobre el conjunt factible associat.
El programa de I'exemple 1,

max 2z = 30z; + 2029 — 0.52% — 0.223
sota 3x1 + 6x9 < 54
61’1 + 41’2 S 48 s
51‘1 + 51‘2 S 50
T1,29 > 0

és un programa convex ja que les tres funcions de restriccid, per ser
formes lineals, sén convexes,” i la funcié objectiu

z = 3021 + 2075 — 0.527 — 0.223

és estrictament concava ja que les matrius hessianes que hi té associades
sén iguals a la matriu

-1 0

Hz(wnm) =\ o4

que és definida negativa.’

Teorema 8 (Programaci6 convexa) Tot punt que satisfa les sis con-
dicions de Kuhn-Tucker associades a un programa canonic convex, amb
funcio objectiu i funcions de restriccié de tipus C* sobre un domini
obert i convex, és un optim global del programa.

4Demostrem aquest teorema en l'apéndix A.

5Les formes lineals sén, alhora, funcions concaves i convexes.

6Vegeu el teorema de caracteritzacié de les funcions escalars convexes i/o con-
caves que enunciem en l'apéndix A.
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Exemple 9 Trobeu l’'optim del programa

max z = 30z; + 2022 — 0.527 — 0.223
sota 3z + 69 < 54

61’1 + 4%2 S 48

51‘1 + 55132 S 50

T1,T9 > 0

aplicant el teorema anterior.

Com que el programa és convex, tot punt que satisfaci les sis condi-
cions de Kuhn-Tucker sera automaticament un maxim global. Recor-
dem que, per a un punt (x1,x2) qualsevol amb multiplicadors A;, Ag i
A3 associats, aquestes condicions eren

1 30—I1—3)\1—6)\2—5)\3§0
' 20—0.4$2—6)\1 —4)\2—5>\3 S 0

(30 — T — 3)\1 — 6)\2 — 5)\3) Ir = 0
(20 - 04ZE2 - 6)\1 - 4)\2 - 5)\3) Ty — 0

311 + 629 < 54

3. 611 + 4o < 48
51‘1 + 51‘2 S 50

1>0

4. 2y > 0

(31‘1 + 61‘2 — 54) )\1 =0

|
|
y
|

(5131 + 5172 — 50) )\3 =0
A >0

6. A >0 .
A3 >0

Una manera d’abordar el problema és veure, per exemple, si existeix
algun punt (1, x2) que les satisfa amb els tres multiplicadors de Kuhn-
Tucker associats diferents de zero. Aixi doncs, si

(a’) )\17)\27)\3 7£O
deduim, per la condici6 (5), el sistema d’equacions lineals

3x1 + 629 = 54
61‘1 + 41'2 =48
51‘1 + 51‘2 =50
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que és incompatible. Per tant, un dels multiplicadors de Kuhn-Tucker,
com a minim, ha de ser necessariament zero. Suposem, per exemple,
que

(b) )\1 :0 1 )\2,)\3 7£O

En aquest cas, i de nou per la condicié (5), s’obté el sistema de Cramer

501+ Bao = 50 amb soluci6 =1 =4 i1 w9 =6.
1 2 =

{ 61’1 + 4132 =48
Finalment, tenint en compte que els valors de les variables instrumen-
tals obtinguts sén diferents de zero, s’arriba, aplicant la condicié (2),
al sistema de Cramer

62 + 53 = 26

A + 5\ — 17.6 }, amb solucié Ay =4.2 1 A3 =0.16.
2 3= 17

Es pot comprovar facilment que el punt
(21, 23) = (4,6),
amb el vector de multiplicadors de Kuhn-Tucker associat
(AT, A3, A3) = (0,4.2,0.16)

satisfa les sis condicions anteriors. Conseqiientment, (4,6) és 'tinic
maxim global del programa. Aixi doncs, cal produir i vendre 4 unitats
de A i 6 unitats de B per maximitzar els ingressos totals. El valor
optim d’ aquests ingressos sera de

20 =2(4,6) =224.8 u. m.
En particular, i com que
329 + 623 =48 < 54, 629 + 429 =48 1 52+ 5a) = 50,

deduim que, produint al nivell Optim, resten sis hores sense utilitzar en
la primera fase i que s’esgota el temps disponible per les altres dues, és
a dir, que I'optim satura les restriccions associades a la segona i tercera
fases.

Una aplicacié important de la programacié convexa la trobem en la
resolucié dels programes quadratics. Aquests programes solen apareéixer
en molts models d’optimitzacié economica. Diem que un programa és
quadratic si les funcions de restriccié sén formes lineals i la funcié
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objectiu s’obté com a suma d’una forma quadratica i una forma lineal,
és a dir, si és de la forma

n n
flzy,. ... x,) = Z Qjj - T;%; +ZCL¢ T
ij—=1 i—1

Com podem comprovar, el programa convex que acabem de resoldre és
quadratic ja que les tres restriccions instrumentals sén formes lineals i
la funcié objectiu s’obté com a suma de la forma lineal

f1 (21, 2) = 3021 + 2022
i la forma quadratica
fa(x1,29) = —0.5x% — O.ng.

El teorema segiient ens diu quan un programa quadratic és convex.
Teorema 10 (Programacié quadratica) Si

@11 0 Qip

Ap1 -+ Gpn

és la matriu associada a la forma quadratica que apareix en la funcio
objectiu d’un programa quadratic de maxim (minim) aleshores aquest
programa €s convexr si, i només si, la matriu A és definida o semi-
definida negativa (positiva).

Fixem-nos que la convexitat d’'un programa quadratic depén tan
sols del signe de la forma quadratica que hi apareix. Vegem-ne una
aplicacié economica.

El model de seleccié d’inversions de Markowitz

Suposem que volem invertir un cert capital monetari en la compra de
n titols que cotitzen en Borsa sota la hipotesi que la rendibilitat anual
del titol i-ésim ve estimada per una variable aleatoria R; coneguda.
En conseqiiéncia, si x; indica el tant per cent del capital destinat a
la compra dels titols i-ésims, la rendibilitat total de la inversié vindra
donada per la variable aleatoria

i=1
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Per tant, podem considerar com la rendibilitat total de la cartera
Iesperanca de R,

E(R) - Zai * Tg,
i=1
on a; denota l'esperanca de R;,
a; = E (Rl) )

1 com a risc associat la variancia

n
Var (R) = E Qij * TiTj,
ij=1
on a;; representa la covariancia de R; i de R;,

A5 = Cov (R“ Rj) =F (Rz . R]) —F (Ri) -FE (R]) .

El model de seleccié d’inversions de Markowitz donat pel programa de

minim

n )

min Y a;; - 4T

ig=1

n
sota a; - x; > Fy

i=1

n

i=1

L1,y Ty >0

ens determina els tants per cent de la cartera destinats a la compra dels
n titols que fan minim el risc de la inversié de manera que la rendibi-
litat esperada sigui superior o igual a un cert valor prefixat Ey. Pot
provar-se que el programa quadratic canonic equivalent

n )

> g+ T
i,5=1
n

sota a; - x; > Fy
i=1

i=1

—X; Z —1

min

-

1
1

<
Il

8

vy Ty >0 )

és sempre convex. Aixi doncs, tot punt que satisfaci les sis condicions
de Kuhn-Tucker associades és un optim global del programa.

Exemple 11 Suposem que tenim una cartera de renda variable de dos
titols amb una rendibilitat mitjana anual respectiva del 18 % i del 1}
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%, i amb un risc esperat del 0.16 % i del 0.04 %. Si la covariancia dels
dos titols és del —0.048 %, determineu els tants per cent a invertir en
cada titol si es vol minimitzar el risc de la inversid amb una rendibilitat
minima del 15 %

Com que la matriu de variancies i covariancies dels dos titols és

0.0016  —0.00048
—0.00048  0.0004

el risc esperat de la cartera sera

Vo= (a1.m) 0.0016  —0.00048 \ [ x| _
b —0.00048  0.0004 Ty )
= 0.00162% + 0.0004x2 — 0.00096x1 5.

Per tant, el programa canonic associat al model de seleccié d’inversions
de Markowitz que cal resoldre és

min V= 0.00162% + 0.0004z2 — 0.000962, x5
sota 0.18x; + 0.14x5 > 0.15

r1t+we > 1

—T1 — X2 Z -1

T1,T9 > 0

on les variables instrumentals indiquen els tants per cent de la cartera
que cal invertir en cada titol. Aquest programa quadratic és convex
ja que la forma quadratica V' és definida positiva. Per tant, tot punt
que satisfaci les condicions de Kuhn-Tucker sera I'optim global que
busquem. Com que el gradient de V' és

ov oV
VV = =—,=— ] = (0.0032z; — 0.000962x2, 0.0008z5 — 0.00096x)
81'1 81’2

i la matriu jacobiana de les restriccions és

991 99
al’l 8x2
0.18 0.14
Jg = Vi = % % — 1 1
VQQ 8x1 81’2 -1 -1 ’
995 993
(9131 33:2

deduim que les sis condicions de Kuhn-Tucker per a un punt (xy,zs)
qualsevol, amb multiplicadors A\; i Ay associats, sén
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< 9g;

= _ N[ =2 ) =

52 (5)

= 0.00327; — 0.0009622 — 0.18\; — Ag + A3 > 0
- 9g;

- _ \; - =

8x2 2:: (8x2>

= —0.00096x1 + 0.0008z3 — 0.14)\; — A2+ A3 >0

Ve 0gi
(2 () -
= (0.0032z1 — 0.00096x5 — 0.18\; — Ag + A3) - 21 =0
3

(a__ZA (a:::)) =

= (—0.000_96x1 +0.0008z5 — 0.14M\; — Ag + A\3) - 22 =0

0.18x1 + 0.1425 > 0.15
Ty +a9 > 1
—X1 — T Z -1

(0.1821 + 0.1z — 0.15) - Ay = 0
($1+Z’2—1)')\2:0
(—$1—$2+1)‘)\3:O

A >0
Ao >0 .
A3 >0

Veurem que existeix un punt que satisfa aquestes sis condicions amb

multiplicadors de Kuhn-Tucker associats

)\1:)\3:0 1 )\27&0

D’entrada, i per la segona desigualtat de la condicié (5), tenim que

l’l—l-xQ:l.

En aquest punt cal obrir una discussié paral-lela respecte els valors de
r11de xy. Si

(@) z1=0

aleshores, per la igualtat anterior,

IQZ]_
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que no satisfa la segona desigualtat de la condicié (3), ja que
0.18x1 + 0.1425 = 0.14 < 0.15.
En canvi, si
(b) To = 0
aleshores
I = 1
d’on, aplicant la primera de les igualtats de la condicié (2), deduim

que
A2 = 0.0032.

Tanmateix, aquests valors de x1, T2, A\1, Ay i A3 no satisfan la segona
de les desigualtats de la condici6 (1) ja que
—0.000961 + 0.0008z5 — 0.14X\; — Ay + A3 = —0.00416 # 0.
Finalment, si
(¢) x1,29#0
tindriem, per la condici6 (2) de nou, les equacions lineals

—0.00096x; + 0.0008x9 — Ay =0
0.0032z; — 0.00096z3 — Ay =0

que, juntament amb ’equaci6 inicial
T1+ 2o =1
formen un sistema de Cramer amb solucié
11 26 . 32
Ty 2T a7 b T TI56es
Es trivial comprovar que aquests valors, amb A; i A3 iguals a zero,

satisfan les sis condicions de Kuhn-Tucker. En altres paraules, I’optim
del programa és el punt

11 26 32
0 ,.0y 0 0 0\ _
(1'175172) - (377 37) ) amb ()‘17)‘27)‘3) (07 1156257()) .

Aixi dongcs, cal invertir un

11
V= =192973

de la cartera en titols del primer tipus i un

26
V=22 =170.27
Ty 37 %

en el segon, amb un risc minim esperat del
Vo = 0.0138 %.

En aquest cas, la rendibilitat optima esperada de la cartera sera supe-
rior al 15 % prefixat ja que

0.182) + 0.1429 = 15.2 %.



22 Programacié no lineal

Interpretacié economica dels multi-
plicadors de Kuhn-Tucker

Es evident que 'optim i el valor optim de la funcié objectiu d’un pro-
grama depén, en darrera instancia, de les constants de restriccié. La
interpretacié economica dels multiplicadors de Kuhn-Tucker ens diu
que les variacions que es produeixen en el valor optim de la funcié
objectiu sén gairebé proporcionals a les variacions de les constants de
restriccid, actuant els multiplicadors de Kuhn-Tucker com a constants
de proporcionalitat. En altres paraules, i donat un programa canonic
que satisfa les hipotesis del teorema de Kuhn-Tucker, es pot demostrar
que si la i-ésima constant de restriccié b; varia lleugerament, la variacié
Azy que es produeix en el valor optim de la funcié objectiu és aproxi-
madament igual al producte

AZO ~ )\? . Abl

on Ab; és lincrement que experimenta b; i )\? és 1'i-esim multipli-
cador de Kuhn-Tucker associat a I’optim. Veurem quines conseqiien-
cies econdmiques poden desprendre’s d’aquest fet. Per assentar idees
suposem que tenim un programa canonic de maxim associat a un procés
productiu de n bens economics a partir de m recursos productius de
manera que la variable x; denota la quantitat produida del bé j-esim,
la constant b; és la disponibilitat maxima del recurs ¢-ésim i la fun-
ci6 objectiu f(z1,...,x,) és la utilitat generada al nivell de producci6
Z1,...,Tp. Suposem, per un altre cantd, que el nivell optim de produc-
ci6 ve donat pel punt
7

o =

N

amb una utilitat optima igual a

20 = f(x9) = f(x?,...,xg)
i amb vector de multiplicadors de Kuhn-Tucker associat
0
Al
Ao = :
)\0
Si, en primer lloc, al nivell 6ptim de producci6 el i-ésim recurs s’esgota,’

és a dir, si
(@) gi (x?, e ,x(r)L) = b,

"En altres paraules, que 1'0ptim xg satura la restriccié i-ésima.
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volem saber si ens interessa augmentar la disponibilitat maxima d’aquest
recurs. Com veurem, la resposta depén de la relacié entre el seu preu
de mercat unitari p; i el i-ésim multiplicador de Kuhn-Tucker \!. En
efecte, ja que el cost de Ab; unitats és

c=p;i-Ob;

deduim, aplicant la quasigualtat de més amunt, que I'increment net en
la utilitat optima seria aproximadament igual a

AnetZO = AZO —CcC~ ()\? . Abz) — (pz . Abz) = ()\? — pz) . Abz

Per tant, sempre que el preu unitari de mercat p; sigui inferior a )\?
interessara augmentar la disponibilitat i-ésima. Per un altre cantd, si
el recurs i-ésim no s’esgota, és a dir, si
() gi(af,... 2p) <bi

llavors \! seria zero (és una conseqiiéncia de la cinquena condicié de
Kuhn-Tucker) i, per Panterior, I'increment en el valor optim de la utili-
tat sera aproximadament zero. En aquest cas, qualsevol increment Ab;
en la disponibilitat del recurs i-ésim podria produir un decrement net en
la utilitat optima. En conseqiiéncia, i des d’una perspectiva economica,
els multiplicadors de Kuhn-Tucker sén preus unitaris teorics (anome-
nats preus ombra) que ens valoren els recursos en ’ambit de producci6
optim ja que ens permeten decidir si val la pena augmentar-ne o no les
seves disponibilitats maximes. Per exemple, ja sabem que el programa
de I'exemple 1,

max z = 30z + 20z — 0.52% — 0.223
sota 3x1 + 6x9 < 54
61’1 + 41’2 S 48 s
911 + 919 < 50
T1,29 > 0

té un maxim global tnic en el punt
(95(1),1‘8) = (4,6)
amb multiplicadors de Kuhn-Tucker associats (preus ombra)
MN=0, \y=42 i A =0.16
i amb un valor optim de la funcié d’ingressos totals igual a

20 = 2(4,6) = 224.8 u. m.
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En conseqiiéncia, si volem augmentar el valor optim dels ingressos de-
duim que no estariem disposats a pagar res per a disposar de més temps
per a la primera fase mentre que arribarfem a pagar, com a maxim, 4.2
i 0.16 u. m. per a disposar, respectivament, d’'una hora més per la
segona i tercera fases. Els increments que experimentarien els ingres-
sos totals enfront de possibles increments en les disponibilitats horaries
d’ aquests fases serien aproximadament iguals a

on Aby denota 'increment en el temps dedicat a la segona fase i
Nzg~ A~ Aby = 0.16 - Abs

on Abs denota I'increment en el temps emprat en la tercera. Cal tenir
present sempre que els preus ombra sén preus de valoracié aproximats
ja que depenen, en darrera instancia, de la magnitud de I'increment del
recurs. Per exemple, els increments reals i estimats del valor optim dels
ingressos totals en funcié de cinc possibles variacions en la disponibili-
tat horaria de la segona fase serien

by | Aby | Azpestimat | Azg real | Error
48 0 42-0=0 0 0
4811 0.1 |4.2-0.1=0.42] 0.42 0
482102 [14.2-02=0.84]0.83 0.01
485105 |4.2-0.5=2.10] 2.06 0.04
49 1.0 142-1.0=4.20 | 4.02 0.18

Notem que, a mesura que l'increment del recurs augmenta, també ho
fa Perror comés en prendre I'increment estimat en lloc del real.

Exercicis

1. Sigui zy un optim de

max z = f(x)
sota ¢g(z)<b
x>0

Aleshores xy és un optim de
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si, 1 només si, xy és un punt factible d’aquest programa. Passa el
mateix amb un programa canonic de minim? Raoneu la resposta.

2. Proveu que tot punt factible associat a un programa canonic de
maxim que satisfa les hipotesis del teorema de Kuhn-Tucker i
que, a més, sigui optim lliure de la funcié objectiu és un maxim
del programa canonic amb multiplicadors de Kuhn-Tucker iguals
a zero. Comproveu que l'origen de coordenades és un optim del
programa

max z=(r—1)"—y
sota r+y<1 ,
z,y >0

amb un multiplicador de Kuhn-Tucker associat igual a zero i que,
en canvi, no és un optim lliure de la funci6é objectiu (aixd prova
que el reciproc® de I'anterior no sempre és cert).

3. Sigui U : R — R una funcié d’utilitat concava associada a la
compra de n bens economics amb uns preus de venda unitaris
D1y --ry P i el nivell de renda monetaria disponible és de M u.
m.,

(a) Formuleu el programa d‘optimitzacié que li permet al con-

sumidor optimitzar-ne la seva utilitat. Es convex aquest
programa? Raoneu la resposta.

(b) Si U (z1,...,%,) és de tipus C?, determineu les condicions
de Kuhn-Tucker del programa anterior tot provant que si

0
Ty

o = :
T

és un optim amb un multiplicador de Kuhn-Tucker associat
diferent de zero llavors

pal 4+ puad = M,

és a dir, que la renda monetaria disponible s’esgota en ’0ptim.
Pot existir un optim amb tots els multiplicadors de Kuhn-
Tucker nuls? Raoneu la resposta.

(c) Proveuquesin =2iU (xq,x2) es la funcié de Cobb-Douglas

U(ry, ) =2%-25% amb 0<a<1l i A>0,

8El reciproc d’una implicacié de la forma A — B és B — A.
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I’0ptim del programa és

(29,29) = <aM (1-— a)M) .

D1 ’ D2

4. Donat el model de seleccié d’inversions per a dos titols

min V (Rl) ZL’% + Vv (RQ) ZL’% + 2Cov (Rl, Rg) T1T2
sota E (Ry)z1+ FE(Ry)xe > Ey

T1+ 19 <1

T1,29 > 0

amb FEj tant per cent fixat,

(a) Proveu que es tracta d’un programa convex tenint en compte

que
Cov (Rl, RQ)

T HVV(R) V(R

(b) Podem dir el mateix del model alternatiu

max F (Rl) T, + E (Rg) T

sota V (Rl) l'% +V (RQ) l'g + 2Cov (Rl, RQ) T1X2 S VE)
1+ To S 1 ’
1,29 >0

on Vj és un tant per cent fixat? Raoneu la resposta.

(c) Proveu que si en el model de minim inicial tenim que
COU (Rl, RQ) =0

aleshores, com a conseqiiéncia de les condicions de Kuhn-
Tucker associades,

en queé (29, 29) és 'optim del programa. En altres paraules,
que si els dos titols de la cartera d’inversions sén indepen-
dents, la rendibilitat optima de la cartera és la minima pos-
sible.

5. Donat el programa no lineal canonic

max z =% + x5 — 21129
sota x1+ a9 <2
CL'1§1 ’
T1,29 > 0
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(a) Proveu que es tracta d’un programa quadratic no convex
amb Optim finit global.

(b) Troveu-ne I’0ptim global analitzant les condicions de Kuhn-
Tucker. Es tnic aquest optim? Existeix algin optim finit
local i no global? Existeix algun punt factible que satisfagi
les condicions de Kuhn-Tucker sense ser optim? Raoneu les
respostes.

6. Una empresa que es dedica a la produccié i distribucié d’aparells
electronics ha signat un contracte per a subministrar un minim de
50 unitats d’un determinat aparell A al mes, durant els proxims
3 mesos, a una firma industrialconeguda . Hom sap que el cost
mensual de produccié de ¢ unitats és proporcional al quadrat
d’unitats produides en la forma C(q) = 0.25 - ¢* i que el cost
unitari d’emmagatzematge és de 20 u. m. al mes. Aleshores, si
no existeixen estocs de A al inici del primer mes,

(a) Formuleu el programa matematic que determina la politica
optima de produccié i emmagatzematge que li permet a
Iempresa fer front al contracte de subministrament de A.

(b) Estudieu les condicions de Kuhn-Tucker associades i deter-
mineu la produccié optima de A tot provant que, en el nivell
de produccié optim, la comanda especificada en el contracte
se satisfa sense generar excedents mensuals.

(c) Si per condicionants del mercat ’empresa hagués de submi-
nistrar durant 1iltim mes una unitat de més de A, analitzeu
I’efecte que produiria aquest increment en la produccié so-
bre el valor dels costos totals anteriors (cal aplicar la inter-
pretacié economica dels multiplicadors de Kuhn-Tucker per
a un programa canonic de minim).

7. Hom sap que els preus de venda unitaris de 3 articles de consum
alimentari que el mercat ofereix habitualment sén p; = 401 u. m.,
P2 = 200 u. m. ips =90 u. m. sies venen 10 kg del primer, 15 kg
del segon i 1 kg del tercer. La propia evolucié del mercat fa que,
per cada 250 gr venuts de més de cadascun d’ells, p; disminueixi
en2u. m., ppendu m. ipzen8u m. Siels costos unitaris
de transport del magatzem al mercat dels esmentats articles son,
respectivament, de 340 u. m., 156 u. m. i 28 u. m.,

(a) Plantegeu el programa matematic que ens permet maxi-
mitzar la utilitat (benefici) de la venda dels tres articles
sabent que la despesa total destinada al transport no pot
ultrapassar les 4380 u. m.
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(b) Resoleu el programa anterior tot determinant el benefici op-
tim. Proveu que la despesa optima del transport és exac-
tament igual a 4378.975 u. m. i que qualsevol quantitat
monetaria de més destinada a aquest capitol no modifica el
valor optim del programa.

(c) Si la despesa monetaria destinada a cobrir el cost total de
transport no pot superar les 4283 u. m., determineu el nou
optim, com també el nou benefici Optim associat.

(d) Si en les hipotesis de 'apartat anterior poguéssim destinar
50 u. m. més per a cobrir el cost total de transport dels tres
articles, estimeu l'increment que es produiria en el benefici
optim associat a la seva venda.

8. L’empresa X fabrica i ven tres productes P, P, i P3 amb uns

costos unitaris de produccié de 17, 23 1 11 u. m. Pel que fa a
les vendes, se sap que la funcié de demanda de P; és basicament
lineal i pren la forma

Plzpl(ql)za—b-ql, amb a,b >0,

en qué p; denota el seu preu de venda unitari i ¢; la quantitat
venuda. Els parametres a i b sén, en principi, desconeguts en-
cara que la informacié de que disposa X relacionada amb vendes
precedents ens diu, per una banda, que p; (1) < 50 i, per l'altra,
que es coneixen els valors de p; per a quatre valors concrets de
¢1 donats per la taula

¢ ] 10 18 [ 35 [ 50
Py | 49 | 48 [ 46 | 45 |

En aquestes condicions,

(a) Determineu el programa de minims quadratics que ens per-
met trobar els valors d’a i b tenint en compte que ’expressio
que cal minimitzar és

Y. (m—(a=b-q)’

q1=10,18,35,50

i demostreu que aquest programa és convex.

(b) Determineu les condicions necessaries de Kuhn-Tucker del
programa anterior i estudieu-les per al cas en qué els mul-
tiplicadors associats siguin zero. Amb les dades anteriors,
calculeu el valor dels parametres a i b.
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(c) Suposem ara que les funcions de demanda de P, i Pj son,
respectivament,

pa = 2485 —0.25¢2 1 ps = 146.3 — 0.19¢s.

Amb els valors de a i b obtinguts en 'apartat anterior, deter-
mineu les quantitats de Py, P, i P3 que maximitzen l'ingrés
obtingut per la seva venda si, com a maxim, el cost de pro-
duccié és de 20000 u. m. i tot el que es produeix es ven.

(d) Proveu que, en aquest cas, no estariem disposats a pagar res

per augmentar la despesa monetaria destinada a la produc-
Cic’)dePl,Pgin.

9. Una empresa necessita un minim de 6 milions d’euros per dur
a terme un nou projecte d’inversié i tres bancs, By, By i Bj,
s’han oferit a financar-la. Encara que cadascun d’ aquests bancs
ha estipulat que el nominal del préstec més el interessos siguin
liquidats en sis anys, les cedules de liquidacié varien d’un banc a
I’altres segons la taula

Tant per cent sobre el nominal a pagar

anyl | any2 | any3 | any4 | anyd | any6
Bancl 0 0 30 40 50 55
Banc2 5t 15 25 35 40 45
Banc3 45 40 0 35 15 15

Si el dessitg de 'empresa és no pagar més de 4 milions d’euros
d’interessos i el risc de la inversié ve mesurat per la forma quadrati-

ca
0.04868 0.03021  —0.0209 7
o2 = (x1,29,25) - | 0.03021 0.01979 —0.01146 | - [ =
—0.0209 —0.01146 0.02285 3

en qué r; denota la quantitat en milions d’euros que aporta el
banc B; al projecte,’

(a) Formuleu el programa que ens déna les quantitats mone-
taries a demanar a cadascun dels tres bancs. Es convex
aquest programa? Raoneu la resposta.

(b) Trobeu I’0ptim del programa anterior tot indicant el nominal
total del prestec que 'empresa ha de rebre per part dels tres

9L’empresa considera avantajés que el pagament anual als tres bancs sigui, any
rere any, lo més semblant possible i aquesta forma quadratica ens mesura la dispersié
d’aquets pagaments.
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bancs. Quin és l'interés total que ha de pagar I'empresa al
llarg dels sis anys?!"

10. Una botiga de formatges té 20 kg d’una mescla de fruites d’estacié

i 60 kg d'un formatge car amb els quals es confeccionen dos tipus
de formatge per a untar, fi i normal, que sén molt populars durant
les festes de Nadal. Cada quilogram de formatge fi es composa de
0.2 kg de mescla de fruites i de 0.8 kg de formatge car, mentre que
un quilogram de formatge per untar normal es composa de 0.2
kg de mescla de fruites, de 0.3 kg de formatge car i de 0.5 kg de
formatge de farcit del qual es disposa en abundancia. Si a causa
de les politiques de preus emprades per la botiga en campanyes
precedents, hom sap que la demanda en quilograms per a cada
tipus de formatge per untar depén del seu preu de venda en u.
m. segons les funcions de demanda

dy =190 — 25p; 1 dy = 250 — 50p,,

(a) Formuleu el programa que maximitza els ingressos obtinguts
per la venda dels dos formatges per untar tenint en compte
de que es vol vendre tota la produccio, i proveu que es tracta
d’un programa quadratic no convex.

(b) Comproveu que l'origen de coordenades satisfa les condi-
cions de Kuhn-Tucker associades al programa anterior i que,
en canvi, no és un optim.

(c) Resoleu el programa anterior en el cas de que la demanda i
la oferta d’ambdés formatges per a untar siguin iguals tot
provant que, en ’0ptim, s’esgota la mescla de fruites pero
no aix{ el formatge car. Comproveu que 1’0ptim obtingut
satisfa també les condicions de Kuhn-Tucker associades al
programa del primer apartat.!!

10Per simplificar, cal considerar I'interés total com la suma aritmeética dels inte-
ressos anuals.
Pot demostrar-se que aquest punt és 'doptim d’aquest programa.



Capitol 2

Programacio lineal

El meétode de resolucié per a programes convexos relacionat amb les
condicions de Kuhn-Tucker és adient també per al cas en que el pro-
grama sigui lineal. Tanmateix, pero, existeix un métode algebraic de
resolucié adaptable a processos informatics, anomenat algorisme del
simpler, que es mostra més eficag a ’hora de resoldre aquests pro-
grames. A més, amb vista a les aplicacions economiques, aquest algo-
risme ens proporciona la informacié necessaria per a analitzar el com-
portament dels optims enfront de possibles variacions en ’estructura
del programa lineal (és el que s’anomena analisi de sensibilitat). Val
a dir que l'algorisme del simplex és una de les contribucions més im-
portants de les matematiques en ’ambit de les técniques de gestio.
Historicament, 1’algorisme del simplex va ser ideat per G. B. Dantzig
(1947) per optimitzar la logistica dels subministraments aeris durant
el bloqueig soviétic de Berlin,! encara que el matematic i premi No-
bel rus L. Kantorovitch ja aplicava quelcom de semblant a 'inici dels
anys trenta del segle XX en l'analisi dels plans quinquennals de la
Unié Sovietica. Com a trets caracteristics d’aquest capitol cal destacar
una breu introduccié als fonaments matematics de 1’algorisme del sfm-
plex i la seva implementacié com a eina de resolucié dels programes
lineals, com també l'estudi en detall de la programacio lineal dual i
de I'analisi de sensibilitat. Per comengar, hom diu que un programa
canonic d’optims restringits per desigualtats és lineal si la funcié ob-
jectiu i les funcions de restriccié sén formes lineals, és a dir, si és de la

!Tanmateix, els fonaments matematics de I’algorisme del Sfmplex no van ser
publicats fins el 1951.

31
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forma
max 2=y 7 ¢-x; ) min z =370 ciox; )
sota, Z?:l ay; - x; <b sota Z?:l aij - Tj > by
: , 0 bé : > .
STy < b Yt 2 b
T1,...,T, >0 ] T1,...,T, >0 J

Exemple 12 Suposem que en l’exemple 1 del capitol anterior els preus
de venda unitaris son constants i iguals a

p1 =30 u. m. i py=20 u. m.

Sota aquesta hipotesi, determineu el nou programa que mazimitza els
ingressos totals de la venda de A i B.

Ara, la funcié objectiu d’ingressos totals és
z = p1x1 + pexs = 30z + 20x9

Aixi doncs, i atés que les restriccions de caracter instrumental no varien,
el nou programa que ens permet trobar els ingressos totals maxims
generats per la venda de A i B és

max 2z = 30x; + 20xs

sota 3x; + 69 < 54
61 + 4xy < 48
5551 + 51’2 S 50
T1,29 > 0

Aquest programa és lineal ja que la funcié objectiu i les tres funcions
de restriccié sén formes lineals.

Fixem-nos que tot programa lineal canonic es pot escriure matri-
cialment en la forma

max z==c -x min z=c-x
sota A-x<b o sota A-xz>0b },
x>0 x>0
en que
s
r = e R"
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és el vector de les variables instrumentals,

Cn
és el vector de coeficients de la funcié objectiu,

a1 o Qqp
A= : : € Myxn

Qm1 *°°  QAmn
és la matriu de restricci6 i

by
b= : e R™
b,

és el vector de les constants de restriccié. Aquesta és 'anomenada
formulacio matricial canonica d’un programa lineal. Notem, per exem-
ple, que el vector de coeficients de la funcié objectiu, la matriu de
coeficients de restriccio i el vector de les constants de restriccié de la
formulacié canonica matricial del programa anterior sén

36 54
c:(gg),A: 6 4| i b=/ 48
5 5 50

En primer lloc, enunciarem el teorema fonamental de la programacio
lineal que relaciona els Optims finits d’un programa lineal amb un tipus
especial de punts factibles anomenats vértezs.? Des d'un punt de vista
informal, els vértexs del conjunt factible d’'un programa lineal sén els
punts factibles que saturen almenys n de les m + n restriccions de
desigualtat associades (m restriccions instrumentals i n restriccions de
signe)®.Com apuntem en el teorema fonamental, si un programa lineal
té optim finit almenys un dels vértexs del conjunt factible és optim.

Exemple 13 Comproveu que els vertexs del conjunt factible del pro-
grama lineal anterior sén (0,0), (0,9), (2,8), (4,6) ¢ (8,0).

En aquest cas tenim que

2Demostrem aquest teorema en 'apéndix B.
3 Aquestes n restriccions saturades han de formar un sistema d’equacions lineals
compatible i determinat.
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Per tant, els vértexs sén els punts factibles que saturen, com a minim,
dues de les cinc restriccions del programa. Hom pot comprovar facil-
ment que (0,0) satura les dues restriccions de signe, (0,9) satura la
primera restriccié de signe i la primera restriccié instrumental, (2, 8)
satura la primera i la tercera restriccions instrumentals, (4, 6) satura la
segona i la tercera restriccions instrumentals i (8,0) satura la tercera
restriccié instrumental i la segona restriccié de signe. Qualsevol altre
punt factible no pot ser vértex ja que només satura, com a maxim, una
de les cinc restriccions posibles.

Teorema 14 (Programacié lineal) Si un programa lineal té optim
finit, un dels vértexs del conjunt factible associat és un optim global 1,
a més, qualsevol punt que pertanyi al segment que tingui per extrems
dos optims globals també ho és.

Aplicarem aquest teorema, per resoldre el programa anterior.

Exemple 15 Determineu els optims de

max =z = 301’1 + 20%2

sota 3z + 69 < 54
6I1 + 41’2 S 48
51 + dxe < 50
T1,T2 Z 0

Com que el conjunt factible associat és compacte (ho hem provat
en el capitol anterior), deduim, aplicant el teorema de Weierstrass, que
el programa té optim finit i global ja que la funcié objectiu, per ser
lineal, és continua. En conseqiiéncia, i pel teorema anterior, un dels
vertexs del conjunt factible és un optim global. Una simple avaluacié
del valor de la funcié objectiu sobre cadascun dels vértexs ens mostra
que (4,6) i (8,0) sén optims. Aixi doncs, hom dedueix que qualsevol
punt del segment d’extrems (4,6) i (8,0) ¢és un optim global amb un
valor optim de la funcié objectiu igual a

zo = 240 u. m.

En conseqiiéncia, si I'objectiu és resoldre els programes lineals de
la manera més senzilla i rapida possible, el que cal és analitzar el valor
de la funcié objectiu sobre els vértexs del conjunt factible. D’aixo
tracta precisament ’algorisme del simplex. Abans de veure-ho, pero,
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necessitem introduir una nova formulacié pels programes lineals. Con-
siderem de nou el programa que acabem de resoldre. Es evident que po-
dem substituir les tres restriccions de desigualtat associades per equa-
cions de manera que s’obtingui el programa

max 2z = 30x; + 20x2

sota 3x; 4+ 6x9 + 51 = 54
6x1 + 4xy + s9 = 48
5551 + 51’2 + 83 = 50
T1,T2, 81,582,583 >0

en qué les noves variables si, so i 3, que ens mesuren la saturacié de
les restriccions inicials, sén positives (si les desigualtats haguessin estat
de més gran o igual, les variables s; s’hi haurien introduit amb signe
menys per respectar la restriccié de positivitat). Fixem-nos que aques-
tes variables no apareixen en la funcié objectiu (o, alternativament,
apareixen multiplicades per zero); a causa d’aix0, aquest programa
d’optims restringits per equacions és equivalent a I’anterior ja que gene-
ra les mateixes solucions per a les variables instrumentals. De fet, els
valors optims que prenen les variables s; ens diuen si les restriccions
estan saturades en 1’0ptim del programa lineal inicial i, a més, ens
donen el valor de la diferéncia en el cas que no ho estiguin. Aixi doncs,
i en general, la formulacié matricial estandard d’'un programa lineal és
de la forma
max (min) z=c'-x
sota A-x=0

x>0
en que
T 1
b
x c }
r = " , C= . ) b= . ’
S1 0
bm
Sm 0
amb la matriu de restriccié igual a
ay -+ ap, *£1 -+ 0
A= : : T 5
A | BT |
i en que les variables sq,..., s,, sén les variables de separacié del pro-

grama.? Fixem-nos que en la formulacié matricial estandard del pro-

4Els coeficients £1 de la matriu de restriccié A sén +1 si la restriccié associada
és de menor o igual, i —1 si és de més gran o igual.
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grama anterior tenim que

T 30
T2 20 o4
r=1| s |, c= 0 , b= 48 |,
59 0 50
S3 0
i
36 100
A=[16 4 0 1 0
55 0 01

L’algorisme del simplex: fonaments
matematics

L’algorisme del simplex, que es basa en el fet de que els optims finits
d’un programa lineal es troben en els vértexs del conjunt factible, pre-
senta dos trets caracteristics: en primer lloc, que no li cal avaluar el
valor de la funcié objectiu sobre tots els vertexs del conjunt factible
siné sobre aquells que 'optimitzen més rapidament; i, en segon, que és
el propi algorisme el que ens indica explicitament si ’0ptim és finit (i
en aquest cas ens en déna el seu valor) o si és infinit. Analitzarem, a
continuacio, els fonaments matematics de ’algorisme del simplex per a
un programa lineal matricial estandard de maxim (a partir d’ara PLM
per abreujar) de la forma

max z=c -z
sota A-z=0
x>0,

en que les n — m primeres components del vector
T

Lp—
x = e e R"”
Tp—m+1

Tn

sén les variables instrumentals i les altres m les de separacié. Per tant,
les n — m primeres components del vector de coeficients ¢ sén els coe-
ficients de la funcié objectiu inicial i la resta sén zero ja que estan
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associats amb les m variables de separacié que no poden aparéixer.
Aix{ doncs, la matriu de restriccié de PLM sera de la forma

ayy o Gip—m E1 e 0
A= z oo b | e M
Q1 - Gmpm 0 o+ E1

en qué les n — m primeres columnes de A estan associades amb les
n — m variables instrumentals i les altres m estan associades amb les
m variables de separaci6. Com podem veure, la matriu A és de rang
m ja que té per submatriu la matriu

B=| : . i |€eM,

Aquest fet ens permet donar la primera definicié: s’anomena matriu
basica de PLM tota submatriu quadrada invertible d’ordre m. Sigui,

doncs,
BeM,,

una matriu basica de PLM i sigui
D € menfm

la matriu formada per les columnes de A que no sé6n de B (les columnes
de B i D poden estar barrejades en A). Com que cada columna de A
esta associada a una de les variables de x, les columnes de B, per ser
columnes de A, també estaran associades a variables concretes de .
Aix{ doncs, B particiona el vector x de manera que

T = (x—B) e R"”
TD

rg €R™ 1 zpeR*™

en que

sén els vectors formats, respectivament, per les variables associades a
les columnes de B i D. Analogament, B particiona el vector de coe-

ficients de manera que
c
c= (—B> eR"
Cp

cg €ER™ 1 ¢peR™™

en que

sén els vectors formats, respectivament, pels coeficients de la funcié
objectiu associats a xp i a xp. Arribats a aquest punt, hom diu que
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el vector xp és el vector de les variables basiques associades a la ma-
triu basica B. La nocié de solucié basica factible que donem a conti-
nuaci6 desenvolupa un paper fonamental en ’algorisme del simplex. De
fet, tota solucié basica factible esta associada a un vertex del conjunt
factible de PLM. Hom diu que un punt factible xq de PLM és una solu-
ci6 basica factible (SBF, per abreujar) si existeix una matriu basica B
de PLM de manera que les seves components no basiques associades
sén zero, és a dir, si
0

xoD = :
0
Cal fer notar que les components basiques d’'una SBF x, associada a
una matriu basica B s6n

2% =B"1b
i que el valor que pren la funcié objectiu sobre z( és igual a
2o =cy-B71.b

No tota matriu basica déna lloc a una SBF. Es pot demostrar que una
matriu basica B té una, i només una, SBF associada si

0
B lb>|
0
L’interés per les SBF rau en el fet de que si PLM té optim finit una
d’elles, com a minim, ho és. Aixo és el que ens diu el teorema segiient.

Teorema 16 (SBF i optims) Si PLM té optim finit, existeix una
matriu basica de manera que la SBF associada és un optim.

Aixi doncs, el que cal és esbrinar les condicions que fan d’'una SBF
un Optim de PLM. Per aix0, ens cal la definicié segiient: si B és una
matriu basica de PLM amb una SBF associada xg, les components del

vector
t t n—m

on Y és la matriu
Y=B"1'-DeMunm

sén els coeficients de desplacament® de xy. Cal fer notar que els coe-
ficients de desplagament estan associats a les variables no basiques de
xo. L’algorisme del simplex es basa en els dos teoremes que enunciem
a continuacio.

Els oposats als coeficients de desplacament sén els anomenats costos reduits.
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Teorema 17 (algorisme del simplex 1) Una SBF de PLM és un
optim si, i només si, els seus coeficients de desplacament son positius
0 zero.

Per tant, si algun coeficient de desplagament associat a una SBF és
negatiu caldra cercar una altra ja que no és I’0ptim que busquem. En
aquest cas, cal recérrer al segon teorema de 1’algorisme del simplex.

Teorema 18 (algorisme del simplex 2) Suposem que el coeficient
de desplagament més petit d’una SBF xq de PLM és negatiu i esta as-
sociat a la variable no basica x;. Aleshores, si alguna de les components
de la columna de la matriu'Y associada a la variable x; és estrictament
positiva, hi ha una nova SBF que millora el valor de la funcid objec-
tiu respecte el de xo. En cas contrari, és a dir, si totes les components
d’aquesta columna son negatives o zero, el programa té optim infinit.

La prova d’aquest teorema, que fonamenta el procediment iteratiu
de lalgorisme del simplex, segueix el raonament segiient. Sigui B la
matriu basica associada a la SBF 1z del teorema. Si alguna de les
components de la columna de la matriu

Y=B'.D

associada a la variable no basica x;, que suposarem que és la r-ésima
columna de Y,

Yir
ymr
és estrictament positiva, existira el quocient positiu
0 0
x x
d:(B)k:mln{< B)s:ysr>0}
Yir Ysr

on (z%), denota la component s-¢sima del vector z% de les variables
basiques de xy. Fixem-nos que d és el quocient entre les components
k-ésimes de 2% i del vector columna r-ésim de Y. Pot demostrar-se

que el nou vector
70
To = (%) € R"
LD

Yir 0
7% =2% —d- : eR™ i 2% =] d | eR*™

Y 0

definit per
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en qué d ocupa el lloc i-¢sim en el vector columna 7%, és una nova
SBF de PLM que millora el valor de la funcié objectiu respecte del de
9. De fet, el pas de la SBF xq a la Ty implica un tnic canvi en el
conjunt de les variables basiques de xy: en concret, x; és la variable
que passa a ser basica i xy és la que deixa de ser-ho. Finalment, si totes
les components de la columna r-ésima de la matriu Y fossin negatives
o zero, es demostraria que 1’0ptim de PLM és infinit.

En resum, ’algorisme del simplex preveu tres fases. La primera,
anomenada fase d’iniciacio, parteix d’'una SBF associada a una de les
matrius basiques de PLM. Si tots els seus coeficients de desplagament
sén positius, aquesta SBF és ’o0ptim de PLM. En cas contrari, és a
dir, si algun dels coeficients de desplacament és negatiu passarfem a la
segona fase, anomenada fase d’iteracid, on es determina una nova SBF
que millora el valor de la funcié objectiu seguint els passos del teorema
anterior. Iterant el procés tantes vegades com calgui s’arribaria, o bé
a una SBF amb tots els coeficients de desplagament positius (Optim
finit), o bé que 1’0ptim del programa és infinit. En aquesta nova fase,
anomenada fase de detencid, I'algorisme s’atura definitivament. En la
practica, i per a simplificar els calculs, s’introdueixen en PLM quan
calguin les anomenades variables artificials amb 'objecte de que, fent
les minimes modificacions possibles, la matriu identitat I,,, d’ordre m,

1 -+ 0
0 --- 1

sigui sempre la matriu basica que cal considerar. Val a dir que la condi-
ci6é necessaria i suficient perque I,,,, com a matriu basica, tingui una
SBF associada és que totes les m components del vector b de restriccié
siguin positives. En I’exemple segiient analitzem el métode tabular de
les tres fases de I’algorisme del Simplex per a un PLM concret.

Exemple 19 Resoleu el programa lineal

max =z = 31’1 + 7.1’2
sota —x1+ 19 >1
T §2
I2§2

r1, 22 20

aplicant ’algorisme del simplex.

6Per a un programa de minim aplicarfem el que segueix tot maximitzant la
funcié objectiu oposada.
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Es clar que, donades les desigualtats del programa, la formulacié
estandard equivalent és

max z =3x1+ 7o
sota —X1 + X9 — 81 =1
T1+ S9 =2
Ty + 83 =2

x1, X2, S81,52,S53 2 0

Necessitem introduir una nova variable perqué la matriu identitat I3
sigui una matriu basica del programa. En efecte, el programa lineal
estandard
max 2z =3z + Tz
sota —z1+T9—851+a;=1
T1+ 89 =2
To + S3 = 2
I1,T92,S81,89,S83,01 Z 0

es diferencia de I'anterior en la primera equacié perqué s’ha introduit
la nova variable aq, i perqué té com a matriu basica associada a I3.
Com que la primera restriccié d’aquest programa no és igual a la de
I’anterior, les solucions d’ambdés programes poden no coincidir si al
final el valor optim de la variable a; és estrictament positiu. Per tant,
i perqué aix0 no passi, cal <penalitzar> a; introduint-la en la funcié
objectiu amb un coeficient negatiu —M tant petit com calgui ja que
estem maximitzant. Aquest recurs técnic ens garanteix que al final
a; s’anul-lara. Per tant, el programa lineal estandard amb variable
artificial a; que cal considerar sera, finalment,

max 2z = 3x1+ Txy — Ma,
sota —X1 + X9 — 81+ aq =1
r1 + So =2
Tog + 53 =2
X1, T2, 81, 52,83, Q1 2 0

amb
B =1

com a matriu basica que té una SBF associada, ja que

1 0
Blt.b=b=|2|>1|0
2 0

Seguint els fonaments matematics de I’algorisme del stmplex tenim que
ai, So 1 s3 s6n, en aquest ordre, les variables basiques associades a I3.
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La resta, és a dir, x1, x9 i s1 sén les variables no basiques. Aixi doncs,
la SBF associada a I3 sera

(29,29, 59, 59, 53, a)) = (0,0,0,2,2,1)

ja que les variables basiques prenen els valors

a? 1
| =Bb=b=| 2
9 2

i les variables no basiques sén zero. Com que

-1 1 -1
Y=B'"D=D= 10 0],
01 0

en qué D és la submatriu formada per les columnes de A que no sén de
I3, els coeficients de desplacament relatius a les variables no basiques
d’aquesta SBF sén

-1 1 -1
cy-D—cy = (=M,0,0)- 10 0 ]-(370)=

01 0

= (M—-3,—M—-"7,M)

ja que

—-M 3
Cp = 0 1 Cp = 7
0 0

sén, respectivament, els vectors de coeficients de la funcié objectiu
relatius a les variables basiques i no basiques. Aquests resultats els
podem recollir en la taula inicial de ’algorisme del simplex

CgB B T To S1 S S3 ay b

—M ay —1 1 -1 0 0 1 1

0 S9 1 0 0 1 0 0 2

0 53 0 1 0 0 1 0 2
M-3|-M-7| M 0 0 0 | —-M

Fixem-nos bé que aquests coeficients de desplagament (que es troben
en iltima fila de la taula) els podem calcular directament sobre les
columnes de la taula associades a les variables no basiques. En efecte,
per a x1, tenim

a1 -1
CtB' a1 —01:(—M,0,0)' 1 —3:M—3,
asy 0
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per a Ty,
a192 1
CtB' a9 —02:(—M,0,0)' 0 —7:—M—7,
asz 1
1 per a sq,
ai13 —1
CtB' a3 —03:(—M,0,0)' 0 —0=M.
ass 0

Fent el mateix amb les variables basiques ai, sy i s3 s’obtindria zero
com a coeficient de desplacament associat.” En efecte, per a a;,

a1 1
CtB' 26 _06:<_M7070)' 0 _(_M):Oa
asg 0
per a So,
Q14 0
CtB' a24 —642(—M,0,0)' 1 —O:O,
aszq 0
1 per a s3,
as 0
| ap | —cs=(=M,0,0)-[ 0 | —0=0.
ass 1

Si, finalment, multipliquem el vector de coeficients cg de les variables
basiques pel vector columna b de les constants de restriccié s’obté,
segons el que hem apuntat més amunt, el valor que pren la funcié
objectiu sobre la SBF, ja que

1
w=cy Bl b=cy-b=(-M0,0)-| 2 | =-M.
2

En definitiva (i aixd val per a qualsevol de les taules associades a
lalgorisme del simplex), la primera columna de la taula ens mostra
els coeficients de la funcié objectiu associats a les variables basiques,
la segona ens diu quines sén i I'dltima columna ens déna el valor de
les constants de restriccid; la resta de columnes sén les columnes de
la matriu de coeficients associades a totes les variables del programa.

T Aix0d passa sempre amb les variables basiques.
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Fixem-nos que el valor que pren la funcié objectiu sobre aquesta SBF
s’obté de multiplicar matricialment la primera columna per I'tdltima.
Finalment, els coeficients de desplacament associats a totes les varia-
bles, ja siguin basiques o no, es troben en 'iltima fila de la taula i es
generen tal com acabem d’explicar. Cal remarcar que les columnes de
la taula que estan associades a les variables no basiques sén, precisa-
ment, les columnes de la matriu

-1 1 -1
Y:B_l'D: 1 O O
01 0

Com que un dels coeficients de desplagament és negatiu, aquesta SBF
no és 'optim que busquem. En aquest punt, ’algorisme de simplex
entra en la fase d’iteracié. El que hem de fer és trobar una nova SBF
que millori el valor de la funcié objectiu seguint els passos indicats en
el teorema de I’algorisme del simplex 2. Per aixo, es considera el valor
més petit dels coeficients de desplacament negatius ja que la variable
no basica associada passara a ser basica. En aquest cas no hi ha dubte
ja que només n’hi ha un de negatiu, —M — 7. Per tant, la variable no
basica associada amb aquest coeficient de desplacament, x5, passa a ser
basica. Cal determinar ara la variable basica que deixa de ser-ho i, per
aix0, hem d’identificar el quocient d que apareix en aquest teorema.
Amb aquesta finalitat, ens fixem en els valors estrictament positius de
la columna de la taula associada a x,,

a12 1
a922 == 0
aso 1

En aquest cas, tenim el primer coeficient,
aig =1,

que es troba en la fila de aq, i el tercer,
a3z = 17

que esta en la de s3. Aixo vol dir que una de les dues variables basiques,
ay o sz, deixara el seu lloc a x5 en la columna de les variables basiques
de la taula. Com que

. bl b3 . 1 2 bl
d=min{ —,— 5 =mins -, - p =1 = —,
a1z a3z 11 a1o

el quocient associat a a; és el més petit i, en aquest cas, és la variable
basica a; la que deixa de ser-ho. L’element en negreta que es troba en
la interseccié de la fila de a; i la columna de x»,

ap = 1,
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és ’'anomenat element pivot de la taula.® El fet de que les restriccions
del programa estandard siguin equacions lineals ens permet modificar,
de manera convenient, els elements de la taula a l'efecte de que la
columna associada a la nova variable basica x5 passi a ser la que tenia

associada a,

1

01,

0
sense que canviin les columnes associades a les variables que continuen
sent basiques, s9 i s3, i sense modificar tampoc el conjunt factible del
programa lineal estandard; d’aquesta manera, la nova matriu basica
torna a ser la matriu identitat. Aixo s’aconsegueix, basicament, sumant
a una fila de la taula la de I’element pivot multiplicada per un escalar
o bé multiplicant la fila de ’element pivot per un nimero convenient.
En el nostre cas, cal que el tercer valor de la columna sobre x5 de la
taula inicial, que és 1, sigui 0 i, per aix0, a la tercera fila li restem la
fila del pivot. Les altres dues files romanen iguals. Aixi doncs, la nova
taula que s’obté és

cg | rp T1 T $1 S S3 ay b
7 T -1 1 -1 0 0 1 1
0 So 1 0 0 1 0 0 2
0 S3 1 0 1 0 1 —1 1

-10 0 -7 0 O | M+7| 7

1 esta associada a la nova SBF

(1, 25, 7, 55, 53.a7) = (0,1,0,2,1,0)
ja que les components no basiques 2, sV i a? s6n zero i les basiques
x9, 89 1 s prenen els valors corresponents de 1iltima columna. Com
podem comprovar, la matriu basica associada a aquesta SBF és, de
nou, la matriu identitat. Seguint un raonament analeg al dut a terme

en la taula inicial tenim que el valor de la funcié objectiu sobre aquesta
SBF és

1
=0y b=(7,00)- 2 | =7
1

i que els coeficients de desplagcament de les noves variables no basiques
1, S1 1 aq sén, per a T,

ail —1
CtB' a91 —C = (7,0,0) . 1 —3= —].O,
asy 1

8L’element pivot es troba sempre en la interseccié de la fila de la variable basica
que deixa de ser basica i de la columna de la variable no basica que passa a ser
basica.
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per a sy,
a13 —1
| as | —es=(7,000-[ 0 |-0=-7,
ass 1
1 per a ay,
Q16 1
CtB' 26 —66:(7,0,0)' 0 —(—M):7—|—M
a36 —1

Ja que els coeficients de desplagcament de z; i de s; sén negatius,
Palgorisme encara no s’atura. Com que —10 és el coeficient de des-
placament negatiu més petit, la nova variable basica sera x; ja que és
la que hi esta associada. Cal determinar, com abans, la variable basica
que deixa de ser-ho i, per aix0, ens fixem en els valors estrictament
positius de la columna de z; en la taula com hem fet anteriorment. En
aquest cas tenim el segon i el tercer,

a = az; = 1,

que es troben, respectivament, en la fila de s, i de s3. Aixo vol dir que
una d’aquestes variables deixara el seu lloc a x;. Com que

) by b3 (21 b3
d = min —,— =min< —, - :1:_7
a1 Qs 11 asy

és la variable basica sz la que deixa de ser basica. L’element en negreta
que es troba en la interseccié de la fila de s3 i la columna de z1,

az1 = ]-7

és l'element pivot de la taula. Com que la nova columna sobre x; ha

de ser
0

0
1

cal sumar a la primera fila la de ’element pivot i restar a la segona fila
també la del pivot (fixem-nos que és sempre la fila de I'element pivot
la que actua). En conseqiiéncia, la tercera taula és

CRB Tp r1 | X9 $1 Sy S3 aq b
7 To 0 1 0 0 1 0 2
0 S 0 0 -1 1 -1 1 1
3 T 1 0 1 0 1 -1 1

0 0 3 0 10 | M—-3| 17
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i esta associada a la SBF
(m?,xg,s?,sg,sg,a?) =(1,2,0,1,0,0).

Com que els coeficients de desplacament de les noves variables no
basiques s1, s3 1 a; son, per a sq,

ais 0
CtB' a3 —63:(7,0,3)' —1 —0:3,
ass 1
per a ss,
a15 1
CtB' a25 — C5 = (7,0,3) . -1 —0= 10,
ass 1
iperaai,
16 0
CtB' a26 —66:(7,0,3)' 1 —<—M>:—3+M,
ase —1

entrem en la fase de detencié de 'algorisme ja que sén tots positius (M
pot ser tan gran com vulguem). Hem arribat, doncs, a la taula final
del programa. Per tant, ’0ptim del programa lineal inicial és

(2,29) = (1,2)
ja que son els valors que prenen les variables instrumentals x; i x5 en
la SBF anterior, amb un valor optim de la funcié objectiu igual a

=cy-b=(7,0,3)- | 1 | =17.

Fixem-nos que els valors optims de les variables de separacié sén

Aixo ens diu que la segona restriccié no esta saturada en I’0ptim mentre
que les altres dues si. En resum, l’esquema basic de 1’algorisme del
sfmplex és
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Determinar la taula|
inicial del Simplex

!

SOLUCIO
OPTIMA

Existeix un coeficient de
desplagament negatiu?

Existeix element pivot?

Obtenir la variable que passa a ser basica

Obtenir la variable basica que deixa de ser-ho

4{ Modificar la taula del Simplex

D’ara en endavant, cal tenir present les consideracions de caracter
general segiients que afecten a les taules ’algorisme del simplex d’un
programa lineal de maxim.

Proposicié 20 En general,

1. St en la taula final alguna variable artificial és basica, el programa
és infactible.

2. 51 en una taula tenim més d’un coeficient de despla¢cament negatiu
minim, podem escollir un qualsevol.

3. Si sobre la columna del coeficient de desplacament negatiu minim
no podem calcular ’element pivot, el programa té optim infinit.

4. Si en una taula hi ha més d’un element pivot, podem escollir-ne
un qualsevol.

5. 8i en la taula final alguna variable no basica té coeficient de
desplaca- ment zero, el programa té infinits optims.

Com a aplicacié resoldrem el programa lineal de ’exemple 12
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Exemple 21 Resoleu el programa lineal

max 2z = 30x; + 20xs

sota 3x1 + 6x9 < 54
61‘1 + 41‘2 S 48
5%1 + 5%2 S 50
T1,29 >0

aplicant ’algorisme del simplex.

Com que les restriccions del programa sén de menor o igual, la
formulacié estandard associada

max 2z = 30x; + 20x2

sota 3x1 4+ 6x9 + s1 = 54
6ZL‘1 + 41‘2 + §9 = 48
5372 + 5%2 + 83 = 50
1,9, 81,892,583 > 0

no conté variables artificials. Aix{ doncs, la taula inicial sera

cg | Tp T1 To $1 S S3 b
0 S1 3 6 1 0 0 54
0 S9 6 4 0 1 0 48
0 S3 5 5 0 0 1 50

—-30|—-201| O 0 0 0

ja que les tres variables de separacié sén basiques i els coeficients de
desplacament de 7 i de x5 sén

a1 3
| am | —c1=1(0,0,0)- 6 | —30=-30
asq 5!
i
ai19 6
CtB . a929 — Cy = (O, O, O) . 4 —20=-20
as2 5!

Com que aquests coeficients sén negatius, aquesta taula no és la final i
cal passar a la fase d’iteracié per determinar la variable no basica que
passa a ser basica i la basica que deixa de ser-ho. Ja que el coeficient
de desplagament negatiu més petit és el de la variable no basica x1,
aquesta sera la nova variable basica. Com ja hem indicat en ’exemple
anterior, cal fixar la nostra atencié ara en les components estrictament
positives de la columna associada a x; que, com veiem, sén totes tres.
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Aixo ens diu que, en principi, qualsevol variable de separacié pot deixar
de ser basica. Per veure quina és, considerem el quocient d donat per

d = min iﬁﬁ = min 4 28 50 —g—S—E
N apy ag az; | 3'6’5 ) 6  asn

Aixo ens diu que és la variable s, que esta associada al quocient ;_221
és la que deixa de ser-ho. L’element en negreta que es troba en la
interseccié de la fila de so i la columna de z; és 'element pivot de la
taula. Aixi doncs, per qué la nova columna de x; sigui

0
1
0

cal dividir la fila del pivot per 6, restar a la primera fila la del pivot
dividida per 2 i, finalment, restar a la tercera fila la del pivot multi-
plicada per %. D’aquesta manera, les columnes de la matriu identitat
associades a les variables basiques s; i 3 no canvien i els nous elements
de la columna b romanen positius. Amb aquestes operacions, la segona
taula queda de la forma

cp Tp 1 Ta S1 S S3 b
0 S1 0 4 1 —1/2 0 30
30 T 1 2/3 0 1/6 0 8
0 S3 0 5/3 0 —5/6 1 10
0 0 0 5 0 240

ja que els coeficients de desplacament de les variables no basiques x5 i
S9 sén

a2 4
CtB' 92 —02:(0,30,0)' 2/3 —20=0
a32 5/3
1
14 —1/2
co | au | —cs=1(0,30,0)- 1/6 | —0=5.
34 —5/6

Com veiem, es tracta de la taula final. Per tant, optim? és
(29, 23) = (8,0)
amb un valor optim de la funcié objectiu igual a

30
z=c5-b=1(0,30,0)- | 8 = 240.
10

9Segons aquesta solucié no hem de produir cap unitat de B.
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Com que el coeficient de desplagament de la variable no basica x5 en
I"dltima taula és zero deduim, per la proposicié anterior, que la solucié
no és pas unica (ja ho sabiem) i com que els valors optims de les varia-
bles de separaci6 sén

$9=30, =0 1 s3=10

tenim que, al nivell optim de produccié de 8 unitats de A i cap unitat
de B, resten sense utilitzar 30 hores de la primera fase, 10 hores de
la tercera i que s’esgota el temps disponible per a la segona. Fixem-
nos que, en aquest cas, només ha calgut avaluar el valor dels ingressos
totals en dos dels cinc vértexs del conjunt factible, el (0,0) i el (8,0),
per arribar a I'optim.

Models econdomics de la programacié
lineal

Des d’una perspectiva economica, les hipotesis basiques associades a la
programacio lineal sén quatre: proporcionalitat (o rendiments a escala
constants), additivitat, divisibilitat 1 no negativitat. Les dues primeres
son les responsables que les funcions escalars objectiu i de restriccié
siguin formes lineals i les altres dues fan referéncia al fet de que les varia-
bles instrumentals poden prendre qualsevol valor real positiu. Vegem
algunes de les aplicacions economiques més importants de la progra-
macio6 lineal.

Model de planificacié de la produccié
Cas de maxim

Considerem una empresa que es dedica a la produccié de n béns a partir
de m recursos productius de manera que la quantitat de recurs i-ésim
destinat a la produccié del bé j-ésim és proporcional al seu nivell de
produccié; en altres paraules, que és de la forma

aijxj

en qué¢ z; ¢és la quantitat produida del bé i a;; és la constant de
proporcionalitat (a;; és la quantitat de recurs i-ésim emprat en la
produccié d’una unitat del bé j-eésim). Si el nivell de recurs i-ésim
disponible és b; i si la utilitat generada per la fabricacié d’una unitat
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del producte j-e¢sim és constant i igual a c¢;, el programa lineal
max 2z =0CI1+- -+ Ccpln

sota apry + -+ apr, < by

6Lmlxl_|—"'_|—amnxn S bm
S g |

Ve

ens determina el nivell de produccié dels n béns economics que optim-
itza la utilitat total sotmesa a les restriccions associades a la disponibili-
tat maxima dels recursos. L” exemple 12 és un model d’aquest tipus.

Cas de minim

Considerem una empresa que es dedica a la produccié de m béns
economics a partir de n recursos productius per tal de satisfer una certa
demanda del mercat. El procés de produccié és tal que les unitats pro-
duides del bé i-ésim per cada unitat del recurs j-ésim sén constants i
iguals a a;;. Si la demanda del bé i-¢sim és b; i si el cost unitari del
recurs j-esim és c;, el programa lineal

min z=cT1+- -+ cpT,

sota aj 1wy + -+ aypT, > by

CLml'xl"—"'—i_amnl‘n me
T1,... Ty >0

Ve

ens determina les n quantitats z; que cal utilitzar dels recursos pro-
ductius per satisfer la demanda dels m béns a un cost minim.

Exemple 22 Una empresa de publicitat d’abast nacional vol donar a
conéixer un producte a tres segments de la poblacio, A, B i C, per
mitja d’anuncis en la radio i la televisid. Si el nombre en milions de
ciutadans que escolten o veuen un anunci, juntament amb el seu cost
unitari en milions d’u. m., venen donats per la taula

TV | Radio
A 6 2
B 3 2
C 1 3
Cost | 1 0.5

es vol determinar el nombre d’anuncis que minimitzen el cost total de
la campanya publicitaria sabent que, per raons d’estratégia empresarial,
un minim de 24 milions de ciutadans de A, 18 milions de B i 12 milions
de C' haurien de rebre algun dels missatges publicitaris.
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En aquest cas, els recursos productius sén els anuncis i les demandes
que cal satifer el nombre de ciutadans que, com a minim, els han de
rebre. En conseqiiéncia, si x; i o denoten el nimero d’anuncis de
televisié i radio que cal emetre, el nombre en milions de ciutadans de
A que reben un anunci, ja sigui de televisié o de radio, sera igual a

61’1 + 2%2.
Per tant, la primera restriccié del programa és
61’1 + 21’2 2 24.

Raonant de manera semblant per als altres dos segments poblacionals,
hom dedueix que caldra resoldre el programa lineal

min z =1 + 0.529

sota 6x; + 2x9 > 24
3551 + 2552 Z 18
T+ 3.132 2 12
r1, 22 20

L’optim d’aquest programa és

(x?,xg) =(2,6).

Per tant, cal emetre 2 anuncis de televisi6 i 6 de radio els quals gene-
raran un cost minim de

20 = 2(2,6) = 5 milions d’u. m.

Notem que 8 milions de ciutadans de C' de més reben algun dels dos
missatges publicitaris.

Model de la dieta

Suposem que es vol elaborar un compost que contingui unes quantitats
maximes i minimes de m elements, cadascun dels quals entra en la
composicié de n béns economics disponibles en el mercat. Suposem,
també, que la proporcié de ’element i-ésim en una unitat del bé j-ésim
és coneguda i val a;;. Aleshores, si la quantitat maxima i minima de
I’element 2-ésim en el compost ha de ser, respectivament, de b; i de d;,
isi el cost unitari del bé j-ésim és constant i igual a c;, el programa
lineal que ens determina les quantitats x; dels n béns que entren en la
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composicio del compost i que minimitzen el cost total és

min z=cxy+ -+ c,Tn )

sota a;1ry + -+ a1y S bl

Am1T1 +---+ AmnTn S bm
a1+ apTy, > dr

CLmlfL’1+"'+CLngL’n de
I‘l,...,ZL'nZO )

Exemple 23 Suposem que cada unitat dels aliments A, B i C' conté
basicament proteines 1 hidrats de carboni en les unitats

Proteines Hidrats de
carboni
A 12 8
B 6 3
C 9 2

Si diariament es necessita un minim de 60 unitats de proteines i un
mazim de 25 unitats d’hidrats de carboni, determineu la composicio de
la dieta optima sabent que el cost unitari de A, B 1 C' és, respectiva-
ment, de 40, 20 i 30 u. m.

Si denotem per x1, x3 i x3 al niimero d’unitats de A, B i C que entren
en la dieta diaria és evident que el que cal és resoldre el programa lineal

min 2z = 40z 4+ 2025 + 3023

sota 12xq1 4+ 6z + 923 > 60
8x1 + 31y + 213 < 25
Ty, T2,23 >0

per minimitzar-ne el cost. Aquest programa té per optim el punt
35 15
0,0 .0
Ti,To,T3) = | —,0,— | .
(17 29 3) (167 74>
35

Per tant, la composici6 optima de la dieta conté, diariament, 92 unitats

de A, cap unitat de B i % unitatsde C' amb un cost minim de

35 15
20 =% (1—6,0, Z) = 200 u. m.

Cal remarcar que la composicié optima de la dieta no és pas tnica.
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Model del transport

Suposem que tenim m origens (magatzems, fabriques,etc), amb unes
existéncies sq,..., s, d'un determinat producte, i n destinacions amb
unes demandes dy, ..., d, que cal cobrir. Si el cost unitari de transport
del i-ésim origen a la destinacié j-ésima és constant i igual a ¢;;, 1 si
la variable z;; representa la quantitat de bé que cal transportar, el
programa lineal que minimitza el cost total del transport del bé és

m n

min z = Z Zcijxij
i=1 j=1

sota x11 4+ ... + 11, < 81

Tm1+ o+ Tinn S Sm (
T+ o+ T > dy

T4 >0 y,

en que les m primeres restriccions sén restriccions de disponibilitat i
les altres n sén de demanda.

Exemple 24 Suposem que una empresa disposa de dos magatzems,
Ay 1 Ay, amb unes existéncies respectives de 500 i 700 unitats d’un
cert producte 1 de tres punts de venda, Vi, Vo 1 V3, amb unes demandes
minimes de 200, 250 i 200 unitats. Si els costos unitaris de transport,
en unitats monetaries, dels magatzems als punts de venda venen donats
per la taula

Vi|Va| V3
Al 235
Ay | 41 4] 2

l’empresa vol saber les unitats del producte que cal transportar per a
satisfer la demanda a un cost de transport minim.

Si la variable z;; indica el nimero d’unitats que cal transportar de
A; a'Vj, el programa lineal que cal resoldre és

min z = 21‘11 + 31’12 + 51‘13 + 41’21 + 41'22 + 21’23
sota 11 + T12 + T13 S 500

To1 + Tog + To3 < 700

T11 + To1 Z 200

X190 + Too Z 250

T13 + To3 Z 200

Lij Z 0
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Com que I'optim d’aquest programa és el punt
(200, 250, 0, 0, 0,200)

cal transportar 200 unitats de A; a V7, 250 unitats de A; a V5 1 200
unitats de A, a V3 amb un cost de transport minim de

2o = 1550 u. m.

Hom dedueix que les existéncies de A; i de Ay no s’esgoten i que les
demandes de Vi, V5 i V3 sén satisfetes sense generar excedents.

Model input-output de Leontieff

Considerem un sistema productiu interdependent de n béns econdomics
en que la quantitat del bé i-ésim que s’utilitza en la produccié d’una
unitat del bé j-e¢sim és constant i igual a a;;. En conseqiiéncia, si z;
denota la quantitat que cal fabricar del bé i-ésim, la part destinada a
la produccié dels n productes (input) d’aquest bé sera

;101 + 0T + ...+ AinTy

ja que a;;x; és, precisament, la quantitat del bé i-ésim emprada en la
produccié total del j-ésim bé. En conseqiiéncia, la quantitat restant de
la produccié del bé i-ésim, és a dir,

T, — (ailxl + A;0T2 4+ ...+ CLmZL’n)

sera la part destinada a la venda (output). Aixi doncs, si la demanda
del bé i-&sim és d; i si el seu cost unitari de fabricacié és constant i
igual a ¢;, el programa lineal

min z=cr1+ -+ cpxy
sota 1 — (@111 + 1222 + . .. + a1,T,) > dy

Ty — (anlxl + An2To + ...+ annxn) Z dn
Tiy.e., Ty Z 0

/

ens determina la produccié optima dels n béns que satisfa la seva de-
manda sota les restriccions input-output anteriors.

Exemple 25 El departament de control de qualitat d’una empresa que
es dedica a la fabricacid de claus i cargols ha determinat que, de mitjana
i per cada 1000 claus fabricats, es fan malbé 2 claus i 1 cargol de la
produccid total mentre que, per cada 100 cargols produits, es malmeten
2 claus 1 2 cargols. Si la demanda de claus © cargols és, respectivament,
de 10 v 7 milions d’unitats i si el cost de fabricar un clau i un cargol és
de 0.1 ¢ 0.2 u. m., l'’empresa vol determinar la produccié optima que
satisfa la seva demanda.
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Com que, per cada 1000 claus fabricats es malmeten 2 claus i 1
cargol llavors, per cada clau produit, es malmetran

2 _ S
Too5 = 0-002 claus i 3555 = 0.001 cargols.

En conseqiiéncia, si produim x; unitats de claus, la produccié no desti-
nada a demanda sera de 0.002z; claus i 0.001x; cargols. Analogament,
si per cada 100 cargols fabricats es malmeten 2 claus i 2 cargols, llavors,
per cada cargol produit, es faran malbé

2 _ L2
155 = 0.02 claus i 155 = 0.02 cargols.

Per tant, si cal produir x5 unitats de cargols, la produccié de claus i
cargols no apta per a satisfer la demanda sera de 0.02x5 claus i 0.02x5
cargols. En definitiva, la produccié output de claus i cargols sera,
respectivament, de

x1 — (0.002z1 + 0.0225) i x9 — (0.001z1 + 0.0225)
i el programa lineal que cal resoldre és

min z =0.1z1 4+ 0.225
sota z7 — (0.002z1 + 0.02x2) > 10000000
x9 — (0.001z; 4 0.02z5) > 7000000

T1,29 >0
L’optim d’aquest programa és
29 = 10163391 claus 1 29 = 7153228 cargols,
amb un cost de produccié minim de

zp = 2446985 u. m.

Programacio lineal dual

Ja hem indicat a 'inici d’aquest capitol que els programes lineals sén
programes convexos que, entre d’altres, satisfan les hipotesis del teo-
rema de Kuhn-Tucker. En particular, doncs, tindrem que tot optim
finit d’un programa lineal tindra associats uns multiplicadors de Kuhn-
Tucker (cal recordar que, des d’un punt de vista economic, aquests
multiplicadors poden interpretar-se com a preus que valoren les restric-
cions en 1'optim). L’objectiu ara és determinar aquests multiplicadors
a I'efecte de completar I'estudi dels programes lineals. La seva determi-
nacié ens du, de manera totalment natural, a introduir el concepte de
programa lineal dual. L’estreta relacié que existeix entre un programa
lineal i el seu programa dual associat es posa de manifest en el teorema
que enunciem tot seguit.
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Teorema 26 FEl vector de multiplicadors de Kuhn-Tucker

0 0
A Ty

Ao = : e R™, associat a l'optim x¢ = : e R"”
0 0
A T,

del programa lineal canonic de maxim (minim)

max z=c -z min z=c .z
sota A-x<b sota A-x >0 ,
x>0 x>0

és 'optim del programa lineal canonic de minim (mazxim,)

min z* =b" -\ max z*="b'-\
sota At-\>c¢ sota A'- A<D
A>0 A>0
en les variables instrumentals Ay, ..., Ap,.

A la vista d’aquest resultat podem introduir la definicié segiient:
el programa lineal dual associat al programa lineal primal de
maxim (minim) canonic

max z==c -z min z=c -z
sota A-z<b sota A-z>0
x>0 x>0

és el programa lineal de minim (maxim) canonic

min z* =10 -y max 2*=10"-y
sota Al-y>c sota Al-y<c
y=0 y=>0

Cal fer notar que hem d’expressar el primal en forma canonica per
obtenir el dual associat i, a més, que el nombre de variables instru-
mentals del primal (dual) és sempre igual al de restriccions del dual
(primal). Per exemple, per escriure el programa dual del programa
lineal canonic de maxim de I’ exemple 12

max 2z = 30x; + 20xs
sota 3x; + 69 < 54
61 + 4xy < 48 ,
5551 + 51’2 S 50
T1,29 > 0
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cal tenir en compte que té 2 variables instrumentals, 3 restriccions i la
matriu de coeficients de restriccié

A:

ot O W
Ol = O

Aix{ doncs, el programa lineal dual canonic de minim sera

min 2" = 54y; + 48ys + 50y3

sota  3y; + 6y + dy3 > 30
6y1 + 4y2 -+ 5y3 Z 20
Y1,Y2,y3 > 0

amb 3 variables instrumentals i 2 restriccions ja que

. (365
A_(645)'

Enunciem ara algunes de les propietats més importants que relacionen
programes primal i dual.

Proposicié 27 En general,

1. El dual d’un programa lineal dual és, precisament, el programa
primal inicial.

2. Si un programa lineal té optim finit, el seu dual també i els seus
valors optims coincideizen. Per contra, si un programa lineal té
optim infinit, el dual associat és infactible.'?

3. Si la component j-ésima de I’optim d’un programa lineal primal és
diferent de zero, la j-ésima restriccié del programa dual associat
esta saturada en el seu optim.'!

4. Si un programa lineal té optim finit, la component i-ésima de
loptim del dual és igual al coeficient de desplagament de la varia-
ble de separacio i-ésima de la darrera taula del simplex del primal.

La primera propietat ens diu que els papers del primal i del dual
sén intercanviables; per tant, les propietats anteriors continuen sent
valides si canviem primal per dual en I'enunciat. Fixem-nos, a més,
que l'idltima propietat fa possible 1'obtencié de la solucié del dual a
partir de la darrera taula del simplex del primal. Vegem-ne un exem-
ple.

10 Aquesta propietat es coneix amb el nom de teorema fonamental de la progra-
macid lineal dual.
Es ’anomenat teorema de separacié complementaria.
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Exemple 28 Trobeu [’optim del programa dual associat al programa
lineal de I’ exemple 12,

min 2" = 54y; + 48ys + 50y3
sota 3y1 + 6y2 + 5y3 > 30
6y1 + 4ys + 5y3 > 20 ’
Y1,Y2, Y3 = 0

1 interpreteu economicament el resultat.

L’optim d’aquest programa dual, com acabem d’apuntar, es pot
obtenir a partir dels coeficients de desplacament de I'iltima taula del
simplex del primal associat. Aquesta taula, recordem-ho, era

CB rB T i) S1 S92 S3 b
0| s1 | O 1 1 | —1/2 | 0 | 30
30 1 1 2/3 0 1/6 0 8
0| ss | 0|53 ] 0| =561/ 10
0 0 0 5 0 240

Per tant, seguint ’enunciat de la proposicié anterior, ’optim del dual
sera

(1,45, 43) = (0,5,0)

ja que els coeficients de desplacament de les variables s1, so 1 s3 sén,
respectivament, 0, 51 0. Com podem veure, el valor optim de la funcié
objectiu és

2y = 240

que coincideix amb el del primal. Per tant, i donat que les components
de ’0ptim del dual sén els preus ombra associats a 1’0ptim del primal,
deduim que no estariem disposats a pagar res per incrementar el temps
disponible per a la primera i tercera fases de la produccié de A i B
mentre que, com a maxim, pagarfem 5 u. m. per disposar d’una hora
més en la segona. En aquest cas, 'increment Azy del valor optim dels
ingressos totals enfront d’un petit increment Aby del segon recurs seria,
aproximadament,

Azof:yg-Abgz5-AbQu. m.

De totes maneres, i com ja vam indicar en el final del primer capitol,
cal anar amb compte amb aquesta interpretacié ja que els preus ombra
depenen, en darrera instancia, dels valors de les constants de restriccio.
En efecte, si la segona constant de restriccié fos, per exemple, de

by = 61 hores,
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els preus ombra serien diferents. En aquest cas, i mantenint les altres
dues constants de restriccié en el seu valor original, els optims del
primal i del dual serien, respectivament,

(29, 29) = (10,0) i (y9,43,43) = (0,0,6).

En aquest nou context no estarfem disposats a pagar res per augmen-
tar el temps de funcionament de les dues primeres fases i, en canvi,
pagarfem un preu maxim de 6 u. m. per una hora de més en la ter-
cera. Com veurem, l’analisi de sensibilitat de la programaci6 lineal ens
permet trobar, entre d’altres, els intervals de variacié de les constants
de restriccié en que els preus ombra es mantenen constants.

Analisi de sensibilitat de la progra-
macio lineal

Forca sovint, els coeficients associats a un programa lineal que mode-
la un determinat fenomen econdmic poden no estar clarament definits
o variar al llarg del temps. Es evident que, en aquests casos, féra
bo disposar d’algun mecanisme formal que ens permetés veure si el
programa lineal continua sent basicament el mateix davant d’ aquests
canvis. Com veurem, 'analisi de sensibilitat ens resol aquest proble-
ma de manera practicament mecanica a partir de les taules inicial i
final de I’algorisme del simplex del programa. Comencem assenyalant
que, a partir d’ara, anomenarem estructura basica d'un programa li-
neal al conjunt format per les variables basiques de la darrera taula
de l'algorisme del simplex associat. Per exemple, I'estructura basica
del programa lineal de I’ exemple 12 és {z1, s1, s3} . Un dels objectius
de l'analisi de sensibilitat és determinar els intervals de variacié dels
coeficients de la funcié objectiu i de la matriu de restriccié, aixi com
de les constants de restriccid, que deixen invariable ’estructura basica
associada i, al mateix temps, analitzar el comportament dels optims del
primal i dual dins d’ aquests intervals.!? Partirem de les taules inicial
i final d’un programa lineal estandard de maxim

max z=c -z
sota A-z=0b
x>0

que té com a matriu basica inicial la matriu identitat d’ordre m. Un dels
elements claus que cal tenir en compte és la matriu quadrada d’ordre

12Per raons de simplicitat deixarem de banda I'analisi de sensibilitat dels coefi-
cients de la matriu de restriccié.
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P = (pst) S 1MIm

formada per les columnes de la taula final corresponents a les variables
basiques de la taula inicial. Fixem-nos que la matriu corresponent al
programa lineal de I’ exemple 12 seria

1 —1/2 0
P=|(o0 1/6 0
0 —5/6 1

Pel que fa a les variacions dels coeficients de la funcié objectiu tenim
el resultat segiient.

Proposicié 29 Els intervals de variacio dels coeficients de la funcio
objectiu del programa lineal estandard dins els quals ’estructura basica
no canvia depenen de si les variables associades a aquests coeficients
son basiques en la taula final. En general,

1. Si la variable x; associada al coeficient c; no és basica en la taula
final, Uinterval de variacio de c; s’obté de la desigualtat

ACj < Uy,

en qué u; és el coeficient de desplagament de x; en aquesta taula.
En aquest cas, l'optim xq del programa lineal inicial © I’optim yq
del programa dual associat no varien.

2. Si la variable x; associada al coeficient c; és basica en la taula
final i ocupa la fila r-ésima, linterval de variacio de c; s’obté de
les desigualtats

Uk + Qg * ACj Z 0,

una per a cada variable no basica xy de la taula final, en qué uy
és el coeficient de desplacament de xy i a, 'element que ocupa
la fila r i la columna k d’aquesta taula. FEn aquest cas, [’optim
xo del programa lineal inicial no varia. Tanmateix, [’optim yo del
programa dual associat pot fer-ho; en concret, la variacid de la
component i-ésima vy de yo serd igual a

Ay; = pri- Ac;

en qué Ac; és l'increment que experimenta el coeficient c; associat
a la variable basica x;j i on p,; és l'element que ocupa la fila r i
la columna i de la matriu P.

Finalment, pel que fa a les variacions de les constants de restriccid
podem donar el resultat segiient.
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Proposicié 30 L interval de variacio de la constant de restriccio b; en

que estructura basica del programa no canvia s’obté de la desigualtat
matricial

bi—1 0

P-| b+0b | >

bz‘+1 0

En aquest cas, l'optim del programa lineal inicial xo pot variar ja que si
x;j és basica en ["iltima taula i pren el valor x? en l'optim, la variacio
que experimenta enfront d’una variacié Ab; de b; és igual a

Ax? = pri - Db,

en qué p,; és l’element que ocupa la fila r i la columna i de la matriu
P, i1 ésla fila de x; en la taula final. Contrariament, l'optim yo del
programa lineal dual associat no varia.

Exemple 31 Analitzeu la sensibilitat del programa lineal de I exemple

12
max 2z = 30x; + 20x2

sota 3x; + 619 < 54
61 + 4xy < 48
5551 + 51’2 S 50
T1,29 >0

Per a dur a terme aquesta analisi hem de recérrer basicament a la
taula final de 'algorisme del simplex del programa estandard associat.
Aquesta taula, recordem-ho, era

CRB Tp 1 To S1 S9 S3 b
0 $1 0 4 1 —1/2 0 30
30 1 1 2/3 0 1/6 0 8
0 S3 0 5/3 0 —5/6 1 10
0 0 0 5 0 240

Aixi doncs, 'estructura basica associada és

{Ib S1, 83}

i la matriu la matriu P formada per les columnes de la taula final as-
sociades a les variables basiques de la taula inicial que, en el nostre cas,
son S1, S9 1 53 és
1 —1/2 0
P=|0 1/6 0
0 —=5/6 1
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Comengarem determinant els intervals de variacié dels dos coeficients
de la funcié objectiu. Pel que fa al coeficient

(@) ¢ =30

i donat que la variable x; associada a ¢; és basica i que x5 i s no ho
sén, 'interval de variacié de ¢; s’obté de les dues desigualtats

u2—|—a22-A01:0—|—§A0120

U4+CL24'A01:5+%A0320

ja que, en aquest cas, r; ocupa la segona fila de la taula final i les
columnes de 75 i de s, sén, respectivament, la segona i la quarta.'
D’aquestes desigualtats deduim que

0 S ACl
d’on
30 < ¢ < 400

que és l'interval de variacié del coeficient ¢;. Aixi doncs, per a qualsevol
preu unitari del primer producte superior o igual a 30 u. m. I’'optim
del programa sera sempre

29 = 8 unitats i xJ = 0 unitats.

En canvi, 'optim del dual (preus ombra) pot variar. Vegem-ho. Com
que
r=2,

les variacions de les components de I’0ptim del dual seran
Ay?:pgl'A61:O'A61:O

Ayg:p22'A61:%Aclz%

Ayg:pgg'A01:0'A01:0

Per tant, 1inic preu ombra que varia és y9. En conseqiiéncia, si el preu
del primer producte experimenta un increment positiu de Ac¢; u. m.,
el preu ombra associat a la segona fase sera igual a

Acy
6 u. 1.

Yo =5+

i la resta zero,
0o_ .0 __
Yy =Yz = 0 u. m.

13Per tant, r és igual a 2 i k pren els valors 2 i 4.
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Per exemple, si I'increment en el preu fos de
Ac; =18 u. m.,

el preu ombra associat a la segona fase seria igual a

ys =5+ E4 =8 u. m.

Pel que fa al coeficient
(b) Cy = 20

i com que la variable associada x5 no és basica, tenim que
ACQ S Uy = 0

d’on
—00 < gy <20

que és l'interval de variacié de co. Aixi doncs, per a qualsevol preu
unitari del segon producte inferior o igual a 20 u. m. DI'optim del
programa lineal inicial sera sempre

7% = 8 unitats i 29 = 0 unitats

i el del dual
W=yi=0um i yd=5u m.

Pel que fa a la constant de restriccié
(C) by = 54,

Iinterval de variacié de b; que manté I’estructura basica del programa
s’obté de la desigualtat matricial

0 1 —-1/2 0 54 + Aby 30 + Aby
0 < 0 1/6 0 . 48 = 24
0 0 —5/6 1 50 26
d’on
—30 < Ab;.

Per tant, 'interval de variacié de b; és

En conseqiiéncia, ’optim del dual associat (preus ombra) no varia si
el temps disponible per a la primera fase és superior a 24 hores; en
canvi, I’0ptim del primal pot fer-ho. En aquest cas, I'tinica component
de I’0ptim que pot veure’s modificada és la primera ja que x; és basica
i 25 no. Pel teorema anterior, la variacié6 Ax? que pot experimentar
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davant d’un increment Ab; del temps destinat a la primera fase és igual
a
A$22p21Ab1:OA61:O

Deduim, per tant, que I’0ptim del primal continua sent
2% = 8 unitats 1 29 = 0 unitats.
Pel que fa a la constant de restriccié
(d) by =48,

I'interval de variacié de by s’obté de la desigualtat matricial

30 — &b
2
0 1 —1/2 0 54
0l<[o0o 1/6 0| [ 48+Ah |=]| 8+22
0 0 —5/6 1 50
5Ab.
10 — 280
d’on
Aby < 60
Aby > —48 3,
Aby < 12

és a dir, que
—48 < Aby < 12.

Per tant, 'interval de variaci6 de by és
0 < by <60.

Com en el cas precedent, ’optim del dual associat (preus ombra) no
varia si el temps disponible per a la segona fase és menor o igual a 60
hores. Com abans, I'inica component de 1’0ptim del primal que pot
variar és la primera, ja que x; és basica i xo no. Per tant, la variacié
Az? que pot experimentar davant d’un increment Ab, en el temps
destinat a la segona fase és igual a

Am?zpm'ﬁbg:%ﬁbgz%.

Aixi doncs, I’0ptim del primal sera, en aquest cas,

2 = 8 + 22 unitats i 23 = 0 unitats.
Per exemple, si

Aby = 6 hores,
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els ingressos totals optims s’obtindrien fabricant 9 unitats del primer
producte ja que

JAND)
6

29 =8+ 52 =9 unitats i 29 = 0 unitats.
Pel que fa a la tercera i iltima constant de restriccié
(6) bg = 50,

I'interval de variacié de b3 s’obté de la desigualtat matricial

0 1 —-1/2 0 54 30
0 < 0 1/6 0 |- 48 = 8
0 0 —=5/6 1 50 + Abs 10 + Abs
d’on
—10 < Abs.

Aixi doncs, 'interval de b3 és

Hom dedueix, per tant, que ’optim del dual associat (preus ombra) no
varia si el temps disponible per a la tercera fase és més gran o igual que
40 hores. Com abans, I'tinica component de ’0ptim del primal que pot
variar és la primera. Per tant, la variacié Az{ que pot experimentar
davant d’un increment Abs del temps destinat a la tercera fase és igual
a

A$22p23Ab3:OA63:O

En aquest cas, I’'0ptim del primal també continua sent el mateix,

2% = 8 unitats i 29 = 0 unitats.

Exercicis

(Per a la resoluci6 efectiva dels programes lineals que apareixen en
aquests exercicis és convenient recérrer a ’ajut d’algun programa in-
formatic adient )

1. Sixgiaf punts de R" sén dos optims globals del programa lineal
canonic
max z=c -x
sota A-x<b },
x>0
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proveu que el punt
Aazg+(1=A)-zf €R", amb 0< A<,

també ho és. Val el mateix per a un programa lineal canonic
de minim? I si el programa lineal no és canonic? Raoneu les
respostes.

2. Donat el programa lineal

max 2z =~cCx;+...+cpx,
sota ayry+ ...+ appx, < b

Am1T1 + ..o+ ATy S bm
Ti,...,Tp >0

Vs

proveu que el programa que s’obté al afegir-li la restriccié lineal

r1+...+x,<a, amb a>0,

té el conjunt factible acotat!* i, en conseqiiéncia, té un optim
finit en un dels seus vértexs. Raoneu que passa el mateix amb la

restriccié
mr1+ ...+ ayx, <a, amb aq,...,a,,a>0.

(Conseqiientment, tot programa lineal que tingui una restriccié
de menor o igual amb tots els coeficients i terme independent
estrictament positius té un optim finit).

3. Donat el programa lineal

max z=cxri+...+c,z,
sota a1121 + ...+ aipTy S b1

Am1T1 + ..o+ ATy S bm
T1yeeoyTp—1 ZO

Vs

en que la variable instrumental x,, no té restriccié de signe,

(a) Trobeu el programa canonic equivalent que resulta d’aplicar
el canvi de variable

Tp, =, —axl amb z 2" >0.

1YN’hi ha prou en veure que z; < a.
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(b) Determineu el programa dual associat a ’anterior i proveu
que I'iltima restriccié esta sempre saturada.

4. Una agéncia publicitaria que vol fer arribar els seus missatges a
dos segments poblacionals mitjancant un programa de televisio,
un de radio i un reportatge en una revista d’ambit local, disposa,
a tal efecte, d'un pressupost de 300000 euros. Cada programa
de televisié té un cost de 50000 euros, un de radio 20000 euros
i un reportatge de la revista 1000 euros. Per raons contractuals,
s’han d’emetre com a minim tres programes de televisié i s’han
de publicar tres reportatges en la revista. Per un altre canto,
les enquestes d’opinié indiquen que un programa de televisio el
veuen 450000 individus del primer segment i 50000 del segon, un
de radio es escoltat per 20000 individus del primer segment i per
80000 del segon mentre que la revista la llegeixen 15000 individus
del primer segment i 1000 del segon. En aquestes condicions,

(a) Plantejeu el programa que optimitza la difusié del missatges
publicitaris.

(b) Resoleu el programa anterior tot indicant el nombre de pro-
grames i de reportatges que s’han de dur a terme. Es tnica
la solucié? Raoneu la resposta.

5. La companyia CUPER, dedicada a I'extraccié i la produccié de
coure, té tres refineries, R1, Ry i R3, que reben material de qua-
tre mines identificades com a My, My, M3 i M,. Les dades de
I'oferta maxima diaria de les mines, de les capacitats minimes de
processament de les refineries (unitats/dia), aixi com els costos
de transport (u. m./unitat) venen donats per la taula

R1 R2 Rg Ofert a

M, 3 3 3 400
M, ) 7 8 200
Ms 2 9 5 200

M, 10| 7 3 700
Capacitat | 500 | 500 | 800

Suposeu que el vicepresident d’operacions de CUPER us demana
que analitzeu els costos del transport i, en funcié dels resultats
obtinguts, que determineu la distribucié optima de les mateéries
primeres. Per aixo,

(a) Formuleu i resoleu el programa matematic que permet a CU-
PER optimitzar els costos diaris de transport de les mines.
Proveu, al mateix temps, que aquesta distribucié optima
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s’aconsegueix explotant al maxim 'oferta diaria de coure de
les mines i a un nivell minim de processament de les refine-
ries.

(b) Es tunica la solucié? Hi ha algin procediment formal que
ens permeti trobar una solucié alternativa a ’anterior amb
les mateixes caracteristiques? Raoneu les respostes.

(c) Si els costos unitaris del transport de la mina M; cap a
les tres refineries augmentessin en mitjana 0.5 u. m., com
afectaria aquest increment a la solucié optima? Raoneu la
resposta.

6. Sigui un banc comercial amb el balang segiient

) Diposits a la vista
. Préstecs . . o ..
Actiu: i Passiu: Diposits a termini
Valors .
Comptes de capital

Hom sap que, al llarg d’un determinat periode, els fons disponibles
sén de 100 milions d'u. m. distribuits de la manera segiient: 45
milions d’'u. m. en diposits a la vista, 45 milions d’'u. m. en
diposits a termini i la resta, 10 milions d’'u. m., en comptes de
capital. Per un altre canté, els tants per cent de rendiment so-
bre els préstecs i els valors en aquest perfode sén: del 10 % pels
préstecs, del 5 % per als valors de renda fixa i del 15 %, com
a valor estimat, per als valors de renda variable amb un marge
d’error del 4 %. Per simplificar suposarem que, dins el perfode
considerat, cap préstec no té venciment i que els valors poden
ser liquidats en qualsevol moment sense risc de perdre capital.
L’objectiu que ens proposem és el d’escollir la cartera factible
d’actius que maximitzi la rendibilitat total tenint, en compte que

e Els actius no poden excedir els fons totals disponibles del
passiu.

e A causa que els préstecs no es poden liquidar durant el perio-
de esmentat, el banc manté sempre un saldo de valors de
renda fixa que és, com a minim, del 25 % de I’actiu total per
fer front a la retirada imprevista de diposits.

e Com a conseqiiéncia de la incertesa inherent al mercat bur-
satil, el banc considera prudent que els valors de renda varia-
ble no ultrapassin la mitja aritmetica de la resta d’actius.

En aquestes condicions,
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(a) Plantegeu i resoleu el programa lineal associat a la selec-
ci6 de la cartera d’actius optima, tenint en compte que els
diposits generen unes despeses d’obtencié del 0.1 %.

(b) Fent tus de I'analisi de sensibilitat, analitzeu els resultats pel
que fa al marge d’error associat a la rendibilitat dels valors
de renda variable. I si aquest marge fos del 6 %7 Raoneu
les respostes.

(c) Suposem que el banc obté 10 milions d’u. m. addicionals en
diposits a termini. En les condicions del primer apartat, la
geréncia del banc decideix que la restriccié sobre els valors
de renda fixa sigui del 20 % respecte I'actiu total. Trobeu
la nova cartera d’actius optima i comenteu-ne els resultats.

7. RISCO és una una societat financera que es dedica, entre d’altres,
a gestionar una cartera d’inversié constituida per tres titols de
renda variable T}, T5 i T3, bons a 3 anys i lletres a 1 any. Els
preus unitaris actuals en euros de les accions, aixi com la seva
rendibilitat esperada a 1 any, vénen donats per la taula

preu unitari | rendibilitat | variacié
Ty | 26.75 175 % +1.5 %
T, | 18.6 17 % +1 %
Ts | 41 12.25 % +0.5 %

en queé les variacions indiquen el marge de fluctuacié de la rendibi-
litat. Per la seva banda, la rendibilitat unitaria a un any dels
bons i de les lletres és, respectivament, del 5 % i del 3.5 %. Per a
aquesta cartera, els gestors de RISCO poden disposar d’un capi-
tal de 600.000 euros a repartir entre els valors de renda fixa i
renda variable, tenint en compte que, a causa de la incertesa del
mercat bursatil, hom creu convenient que la inversié en renda
fixa sigui, com a minim, una quarta part de la corresponent en
renda variable. A més, i per raons de quota de mercat i captacio,
RISCO considera oporti que el total destinat a lletres no sigui
inferior al 30 % del dels Bons. Per una altra banda, la gesti6 de
la cartera provoca una série de despeses de manteniment. Per un
canto, la part de la cartera relativa a renda fixa té un cost afegit
anual del 5 % sobre el total invertit en aquesta part i, pel que fa
a la part de renda variable, s’especula amb el fet de que el seu
manteniment provoca, didriament, un cost C' que pot considerar-
se proporcional al nombre de titols segons 1’equacié teorica

C (ny,ng,n3) = k1 -ny + ko - ng + k3 - ng,

en que nq, ns i n3 sén el nombre d’accions de T, T5 i 15 que conté
la cartera, i ky, ko 1 k3 sén constants de proporcionalitat positives
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tals que

ky+ ko 4+ k3 < 1.

En aquestes condicions,

(a)

Plantegeu i resoleu el programa que ens permet trobar la
distribucié optima de la cartera des del punt de vista de la
rendibilitat bruta a 1 any (és a dir, la rendibilitat que no té
present les despeses de manteniment) tot imposant, a més,
que la inversié en T3 ha de ser, com a minim, el 9 % de la de
T1 i que no pot ser mai superior a la de 7T;. Raoneu que les
variacions en les expectatives de rendibilitat de 77 i de 75,
pero no les de T3, poden afectar a ’estructura del proble-
ma. Depén basicament el programa del total a invertir en
la cartera? Trobeu, finalment, el ndmero de titols en renda
variable que té la cartera.

Tenint present que s’ha fet una estimacié sobre anys ante-
riors de la relacié entre les variables nq, ns, n3 i C, s’ha
arribat a la conclusié que ks i k3 sén sempre iguals. Per un
altre cantd, les dades dels dos anys anteriors sén

n Mo n3 C
13000 | 2000 | 800 | 4600 |.
14000 | 3000 | 900 | 5175

En aquesta situacio, plantegeu i resoleu el programa quadra-
tic que ens permet trobar les constants de proporcionalitat
k1, ko 1 k3 associades a la funcié C, i que es dedueix d’aplicar
el métode de minims quadratics sobre la taula anterior.!®
Un cop conegudes aquestes constants, calculeu finalment la
rendibilitat neta de la cartera (aquesta s’obté de descomptar
de la rendibilitat bruta els costos de manteniment).

8. L’empresa PORTABLE, que es dedica a la fabricacié i venda
d’ordina- dors portatils, ha de fer front a una comanda de 10000
unitats que ha signat amb I'empresa de distribucié BITSA. La
tecnologia involucrada en el procés de fabricacio és tal que un 0.7
% de les CPU i un 1.3 % de les pantalles dels ordinadors surten
defectuoses. A més, en la seccié6 de muntatge i un cop superats
el controls de qualitat de fabricacié, un 0.06 % aproximadament

15La funcié que cal minimitzar és

A (kl, kQ, kj) = Z (C — (k1n1 —|— k2n2 + k3n3))2 .
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de les CPU malmeten les pantalles i un 0.08 % de les pantalles
produeixen fallades en les CPU la qual cosa implica que aquestes
components queden fora de de servei i, per tant, no compten a
efectes de la comanda. Per la seva banda, BITSA, que subminis-
tra ordinadors portatils a cinc grans superficies, disposa de tres
magatzems on els diposita temporalment en estoc. En concret,
el primer rep 3000 unitats; el segon 5000 unitats, i el tercer, la
resta. Si els costos unitaris de fabricacié d’'una CPU s6n de 45000
u. m. i el d'una pantalla sén de 12000 u. m., i si les demandes
de les cinc grans superficies sén, respectivament, de 3500, 2000,
1750, 1200 i 800 ordinadors amb una matriu de costos unitaris
de transport en u. m. igual a

500 271 327 490 190
200 302 525 107 112 |,
650 400 357 490 271

(a) Trobeu la quantitat de CPU i de pantalles que cal fabricar
per tal de cobrir la demanda de BITSA a cost minim.

(b) Determineu el preu de venda de cada ordinador a BITSA
per qué PORTABLE obtingui un marge de benefici del 25
% respecte el cost de produccié.

(c) Determineu el nimero d’ordinadors que cal transportar des
dels magatzems fins a cada gran superficie per minimitzar
els costos de transport.

(d) Calculeu el preu de venda minim que BITSA estableix per
a cada ordinador de manera que l'operacié de compra a
PORTABLE i de distribucié a les grans superficies no generi
perdues.

(e) Tenint en compte que les despeses diaries d’emmagatzematge
de cada ordinador sén, respectivament, de 33, 59 i 17 u. m.
calculeu el cost diari que suposa tenir els ordinadors immo-
bilitzats en el suposit del tercer apartat.

9. Una empresa ha de prendre una decissié simultania de fabricacié
o de compra de quatre productes A, B, C'i D. Si es fabriquen,
els costos unitaris en euros sén

A B C D
2.55 | 2.47 | 440 | 1.90

1 si es compren sén

3.10 | 2.60 | 4.50 | 2.25 |
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Per una altra banda, hom sap que si els productes es fabriquen
en les instalacions de ’empresa intervenen 6 maquines, M;, Mo,
Ms, My, My i Mg, en la seva elaboracié segons un temps en hores
i per unitat elaborada donat per la taula

M, M M; M, Ms M
0.04 0.02 0.02 0.00 0.03 0.06
0.00 0.01 0.05 0.15 0.09 0.06
0.02 0.06 0.00 0.06 0.20 0.20
0.06 0.04 0.15 0.00 0.00 0.05

SAQWm

Si cada maquina pot funcionar un maxim de 40 hores i es ne-
cessiten un minim de 150 unitats per a cobrir la demanda de
cadascun dels productes,

(a) Trobeu el nimero d’unitats de A, B, C'i D que cal fabricar i
comprar per cobrir la demanda a un cost minim. Quin seria
el valor monetari d’aquest cost minim?

(b) Proveu que 'inic producte que cal comprar és C' mentre que
la resta s’han de fabricar. Passaria el mateix si el cost unitari
de fabricacié de C fos de 5 euros? Raoneu la resposta.

(c) Raoneu que la solucié del problema seria la mateixa encara
que el temps disponible per a les cinc primeres maquines fos
superior a les 40 hores.

10. L’empresa CECOSA, participada a parts iguals per la Fabrica

Nacional de Moneda y Timbre (FNMT) i per 'empresa alemanya
Deutsche Nickel (Eurocoin) fabrica cospells (un cospelll és un disc
de metall prepa- rat per rebre ’encunyacié en la fabricacié de
monedes) de diferents tipus destinats a ’encunyacié d’euros. En
concret, CECOSA fabrica cospells de 1, 2, 5, 10, 20 i 50 céntims
d’euro, i de 11 2 euros amb el disc exterior caracteristic. D’altra
banda, el control de qualitat esta a carrec d’un laboratori que
disposa de sistemes d’inspeccié optica que ”veuen” les monedes
sobre els cospells i que poden rebutjar les que no satisfan les
exigencies minimes. Els estudis fets per aquest laboratori mostren
que la fabricacié de cadascun dels cospells afecta sensiblement
la dels cospells de la mateixa categoria. En concret, i al llarg
del procés de galvanitzacié dels cospells de céntims d’euro, la
quantitat de tones malmeses dels cospells de 1, 2, 5, 10, 20 i 50
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céntims d’euro per tona produida de cadascun d’ells és'

1c 2c 5c 10c 20c 50c
1c | 0.007 0.001 | 0.003
2c 0.005 | 0.001 0.001
5c¢ | 0.002 | 0.001 | 0.008 0.001 |.
10c | 0.002 0.001 | 0.007 0.003
20c | 0.004 0.003 0.009 | 0.002
50c 0.001 | 0.001 0.002 | 0.01

75

Analogament, i durant el procés de torculacié dels cospells de 1

i 2 euros, se’'n malmet una certa part de la seva produccié. La

taula segiient ens mostra les tones malmeses d’ aquests cospells
per tona fabricada de cadascun d’ells

le 2e
le | 0.003 | 0.0009 |.
2e | 0.012 | 0.002

Tenint en compte que I'input anual de matéries primeres és de
18000 tones per al primer tipus de bobina d’aliatge i de 12000
tones per al segon, que el cost unitari de produccié (per tona)
dels cospells (en milers d’euros) és de

Ic | 2c | b5c | 10c | 20c | 50c | 1le | 2e
4 1 7|7 9 12 | 32 | 60| 100
i que la demanda anual en tones és de
lc 2c 5c 10c | 20c | 50c le | 2e
3000 | 2000 | 2000 | 1500 | 1200 | 1000 | 800 | 600

(a) Trobeu la produccié anual en tones dels vuit tipus de cospells
que minimitzen el cost total del procés productiu, tenint en
compte que els cost dels dos tipus de bobines d’aliatge (un
tipus per als cospells de céntims d’euro i un altre per als de
1 i 2 euros) representa un 60 % del cost total dels cospells
fabricats i que, durant el procés de desbobinitzacié, un 35
% del material es malmet.

(b) Raoneu que la produccié optima dels cospells no depén dels
costos unitaris de produccié.

(c) Determineu les quantitats de matéries primeres que resten
sense utilitzar al nivell optim de produccié.

16 Aquestes taules s’han de llegir seguint 'ordre marcat per les columnes. Per
exemple, la produccié d’una tona de cospels de 1c fa malbé 0.007 tones de la de 1c,

0.002 tones de la de 5¢, 0.002 tones de la de 10c i 0.004 tones de la de 20c.
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Capitol 3

Equacions diferencials ordina-
ries

Una equaci6 diferencial ordinaria (a partir d’ara EDO, per abreujar)
és un tipus especial d’equacié que té per incognita una funcié real de
variable real derivable. El tret fonamental de totes aquestes equacions
és que caracteritzen aquesta funcié incognita a partir d’algunes de les
seves derivades. Una part important dels models dinamics formals
que estudien fenomens economics giren al voltant d’alguna o algunes
EDO que relacionen variables economiques (renda nacional, produccid,
massa monetaria, inflacié, preus, etc); en general, la variable indepen-
dent d’ aquests models sol ser el temps que flueix de manera continua.
Historicament, la teoria d’aquestes equacions apareix a la fi del segle
XVII simultaniament amb el calcul diferencial i integral. L’estudi de
les EDO, per exemple, va portar Newton a ’establiment de les lleis dels
moviments planetaris descobertes empiricament per Kepler, i a Lever-
rier per postular I'existéncia de Nepti (1846). Precisament, una de les
primeres EDO va ser

d*z (t)
dt?

=g, amb g=9.81m/seg?

que relaciona 'espai recorregut x (t) per un cos en caiguda lliure amb
el temps ¢t transcorregut. Amb posterioritat, i a la fi del segle XIX,
els economistes neoclassics (Marshall, Pareto, Walras, etc.) comencen
a incorporar-les a ’estudi dels fendmens economics. En aquest capitol
resoldrem analiticament algunes de les més elementals fent veure com

7
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se’n poden obtenir les seves solucions a partir de métodes especifics per
a cada tipus d’EDO objecte d’estudi. El model financer que tot seguit
analitzem ens permetra endinsar-nos en la seva casuistica.

Principi genétic del rédit de F. Insolera

Segons aquest principi, el ritme de creixement (o taxa de variacié ins-
tantania) d’un capital monetari C' en tot instant ¢ és proporcional a la
quantia d’aquest capital en aquest instant segons un rédit o interés ele-
mental p (t) que depén funcionalment de ¢. Es tracta, doncs, de trobar
el valor de C' en funcié d’aquest rédit. Des d’un punt de vista formal,
podem considerar el capital monetari C' com a funcié real continua i
derivable respecte de la variable temporal ¢,

C=0C(),

en qué t pot prendre qualsevol valor real positiu.! Com veurem, el fet
de que C (t) sigui derivable respecte t ens permet resoldre el problema
plantejat resolent una EDO. En efecte, com que podem identificar el
ritme de creixement instantani de C'(¢) en t amb la seva derivada ja
que

dC'(t) AC (t) . Ct+ALH)—-C(t)

, = —— 1 pr—
C'(t) = =~ = lim —2= = lim, A7 =

hom dedueix que

dC'(t

d—i(f) =p(t)-C(t), o equivalentment dC(t)— C(t)-p(t)-dt=0.
Aquesta darrera igualtat, coneguda amb el nom de principi genétic del
rédit, és un exemple d’EDO de primer ordre de variables separables en
que C (t) és la funci6 real de variable real ¢ derivable. Anem a resoldre-
la suposant que el rédit p (¢) és constant, és a dir, que no depeén de t.

Si
p(t)=p>0,

s’arriba doncs a una EDO del tipus
dC(t)—C(t)-p-dt =0

amb l'interés instantani p com a parametre. Si dividim Pexpressié
anterior per C(t) tenim que
dC(t)

! Fixem-nos que estem considerant el temps com a variable continua, infinitament
divisible.
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d’on

/%it)) =[p-dt i mC(t)=p-t+K
en qué K és la constant d’integracié i, en conseqiiéncia,

O(t) = O = ert+K
Ja que, en particular,
O(0) = eP 0K = oK
deduim, finalment, que el capital monetari en ¢ és igual a
C(t) = C(0) - e

on C(0) representa el capital inicial. Graficament,

C@)

C(0) s

Com veiem, C(t) creix exponencialment al llarg del temps. En conse-
qiiéncia, el principi genetic del rédit és un model dinamic de creixement
exponencial continu del capital monetari. C'(t) podria ser, per exemple,
el valor en el moment ¢ que tindria un capital invertit en un compte
bancari que acumulés els interessos instantaniament. En aquest cas,?
Iinteres efectiu anual I; equivalent a I'interés instantani p s’obtindria
imposant que

C(t)=C(0)-(1+ 1), don I, =e —1.

Per exemple, si I'interés instantani fos del 3.75 %, I'interés efectiu anual
equivalent seria igual a

I = %9 _ 1 =10.038212 ~ 3,82%

Acabem de veure que, en les hipotesis del principi genétic del redit,
ha estat necessari resoldre una EDO per determinar el valor del capital
monetari C' (t). Comengarem, doncs, donant la nocié formal d’EDO: en
general, s’anomena equacié diferencial ordinaria d’ordre n (EDO
d’ordre n) a tota equacié funcional del tipus

F(Z’,y,y/,...,y(n)) =0

2La unitat de mesura de la variable ¢ és 'any natural.
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que relaciona una variable real independent  amb la variable funcional
dependent

y=1y(z)
i les seves derivades respecte x fins l'ordre n. Si la derivada n-ésima

d’y es pot explicitar en I'equacié anterior, 'EDO d’ordre n adopta la

forma

(n) (n—l))

y™=f(zyy, .y

El principi geneétic del rédit, per exemple, és una EDO d’ordre 1 o de
primer ordre de la forma

en les variables
r=t i y=0C(1)

i que depeén del redit instantani p (¢) . Davant d’'una EDO el que cal és
trobar les funcions reals de variable real que la satisfan i que s’anomenen
solucions. Gairebé sempre, la solucié d’'una EDO s’obté integrant certes
expressions (pensem, per exemple, en el cas anterior) i és per aixo que,
freqiientment, el procés de resolucié s’anomena integracio. Cal tenir
present que la metodologia que cal emprar per trobar les solucions
depén del tipus d’EDO objecte d’estudi. Nosaltres, aqui, veurem com es
poden integrar algunes de les més importants. Per comencar, conside-
rem la definicié formal de solucié general i de solucié particular d’una
EDO: s’anomena solucié general d’'una EDO d’ordre n a la funcié
real de variable real

y=o¢(x,C,...,Cp)

que depén de n parametres C, ..., C),, i que substituida en ’'EDO la
satisfa. De vegades, la soluci6 general y ve donada implicitament en la
forma

S (z,y,C4,...,C,) =0.

Finalment, qualsevol funcié real de variable real que s’obté de les ex-
pressions anteriors donant valors concrets als n parametres és una solu-
cié particular de 'EDO en qiiesti6.? Val a dir que per obtenir la solu-
ci6 general d’'una EDO d’ordre n cal, en general, integrar n cops al llarg
del procés de resolucié. Com que cada vegada que integrem apareix
una constant d’integracié tindrem, al final del procés, els n parame-
tres o constants d’integracié (', ..., C,. Mentre que, parlant en rigor,
les solucions particulars sén funcions reals de variable real concretes
la solucié general representa, precisament, a la classe formada per les
solucions particulars. Per exemple, tenint en compte 'expressié del

3Pot existir un tercer tipus de solucié, anomenada solucié singular, perd no-
saltres no la tractarem.
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capital monetari C' (t) que hem obtingut del principi genétic del redit,
és evident que la solucié general de 'EDO
dC (t) =0.0375 - C (t) - dt
és la funcié exponencial
C(t) = C(0) - L0375t

ja que la satisfa i, a més, depén d’un parametre, el capital inicial C'(0).
Aixi doncs, les solucions particulars d’aquesta EDO s’obtindran fixant
el valor monetari d’aquest capital inicial. Per exemple, si la quantia
monetaria inicial fos de 1000 euros,

C'(0) = 1000,
la solucié particular seria
C(t) = 1000 - 0375,

Notem que aquesta expressié ens permet calcular el capital acumulat
en aquest compte al llarg del temps. Per exemple, al cap de cinc mesos
s’obtindria un capital igual a

C (&) = 1000 - *%7(52) = 1015.75 euros.
Resoldrem, en primer lloc, algunes de les EDO de primer ordre més
importants.

EDO de primer ordre

Com a conseqiiéncia de la definicié anterior, una EDO de primer
ordre és una equacié implicita de la forma

F(z,y,y") =0.
Si la derivada 3/ es pot explicitar, s’obté I'EDO
d
y = d_y = f(x,y), oequivalentment p(x,y)- dx+q(x,y)-dy=0
x

en queé p (z,y) i ¢ (z,y) sén funcions escalars. Vegem a continuacié com
es poden obtenir analiticament les solucions generals d’algunes de les
EDO de primer ordre explicites. El punt de partida sera I'expressié
anterior,
p(x,y)-dr+q(z,y)-dy =0,

que, malauradament, no pot integrar-se directament. La manca d’un
metode general de resolucié ens obliga a imposar condicions particulars
sobre les funcions p (z,y) i ¢ (x,y) que hi apareixen. El cas més simple
de tots és el de les EDO de variables separades.
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EDO de variables separades

Una EDO de variables separades és una equacié del tipus

p(x)-dr+q(y)-dy=0.

En aquest cas, i integrant directament, s’obté

/p(:r)dév+/Q(y)dy=0,

isi P(x)i@ (y) son, respectivament, primitives de p (z)iq (y) , 'expres-
si6

P(z)+Q(y) =C,

amb C' com a parametre, és la solucié general implicita de I'EDO.
Fixem-nos que aquesta solucié general depén, en darrera instancia, de
Iexisténcia de les primitives de p i ¢.*

Exemple 32 Resoleu I’EDO

d
Y owde =0
Y

i determineu la solucid particular que satisfa la condicid®

y(0) =1

Aquesta és una EDO de variables separades on

i 1
plz)=2 1 qy)=-.
Yy
Com que

2

obtenim com a solucié general implicita de 'EDO 1'expressié

d 2
/—y:lny—l—C i fx~dx=x—+0,
Yy

2

X
ny+—=C
ny+5 =G

amb C' com a parametre. En aquest cas, la solucié general explicita
seria de la forma

»

x

y=K-e~z, amb K =¢eC°.

4La constant d’integracié C de la solucié general pot introduir-se un cop resoltes
totes les primitives.

5 Aquesta condicié s’anomena, condicid inicial o de contorn de la solucié parti-
cular.
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Notem que
2

y(0)=K-e 7 =K-1=K,

i, per tant, que la solucié general explicita de 'EDO en funcié del
parametre y (0) és

M

x

y=y(0)-e 7.

Conseqiientment, la solucié particular que ens demanen ha de ser la
funcié

»

x

y=-e 2

La resolucié de la major part de les EDO de primer ordre passa
per transformar-les en EDO de variables separades equivalents. El
tipus segiient en ordre de complexitat és el de les EDO de variables
separables.

EDO de variables separables

Una EDO de variables separables és de la forma

(p1(x) - p2 (¥)) - dz + (1 () - 2 (y)) - dy = 0,

amb py (z), p2 (v), ¢1 (x) i g2 (y) com a funcions reals de variable real.
Notem que si dividim aquesta expressié per ¢;(z) - p2 (y) tenim PEDO
de variables separades

<%> dx + (gz—g‘yy;) dy =0

que es pot resoldre, en principi, aplicant el procés anterior. Precisament
el principi genétic del redit és una EDO d’aquest tipus.

Exemple 33 Resoleu ’EDO
(sinz - cosy) dx + (siny - cosz)dy =0
1 determineu la solucid particular amb la condicid inicial
y(0) = 0.
Com veiem, es tracta d’'una EDO de variables separables amb
P (2) =sinz, ps(y) = cosy, @i (5)=cosz i g (y) =siny.

Si dividim 'EDO per 'expressié cos x - cos y s’obté 'EDO de variables

separades
(sinx) o+ (siny) dy = 0.
CoS T cosy
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Com que

sin x
~dr = —1Incosx + C,
cos T

la solucié general implicita de 'EDO sera
—Incosz —Incosy = C, obé cosz-cosy=e¢ =K
amb K com a parametre. Per tant, si
y(0)=0
hom dedueix que
K =cos0-cosy(0) =cos0-cos0=1
i la solucié particular implicita associada amb aquesta condici6 seria

cosx -cosy = 1.

Aplicacié economica: model lineal de Walras d’evolucié tem-
poral dels preus

Es vol analitzar 1’evolucié temporal del preu p d’un bé economic de
manera que la seva taxa de variacié sigui, en tot instant, proporcional
a Iexcés de la demanda sobre l'oferta tot suposant que aquesta oferta
i demanda depenen linealment de p. Com que aquest preu depén del
temps el podem considerar, com passava amb el principi genétic del
redit, com a funcié real de variable real

p=p(t)

continua i derivable respecte de t ja que, com diu implicitament ’enun-
ciat, p varia continuament en el temps . Si la demanda i 'oferta del
bé depenen linealment de p, també dependran del temps i adoptaran
una expressié del tipus

D=D({t)=a—0b-p(t) 1 S=S5(t) =c-p(t)—d,

amb a, b, ¢ i d constants positives. En aquest context és plausible
considerar, com a hipotesi addicional, que la taxa de variacié de p (t)
(o ritme de creixement) ve determinada per la seva derivada temporal.
En conseqiiéncia, i a causa que aquesta taxa és proporcional en tot
moment a l'excés (diferéncia) de la demanda sobre 1'oferta existira una
constant positiva k de manera que
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Com veiem, es tracta de 'EDO de variables separables
dp+k-((b+c)-p—(a+d)dt=0

en les variables ¢ i p (f) . La resoldrem en funcié dels parametres a, b, ¢
i d. Si dividim PEDO per 'expressi6

(b+¢)-p—(a+d)
tenim que
dp
(b+c¢)-p—(a+d)
d’on, integrant ambdos costats de la igualtat, s’obté la solucié general
implicita

= —k-dt

ﬁ-lm((b—kc)-p—(a—kd)):—kt+C’

amb C' com a constant d’integracié. D’aquesta igualtat podem aillar
el preu p(t) obtenint-se

BHOHRHO) 4 (g 1 d)
b+c

p(t) =

Aquesta és la solucié general explicita de 'EDO. Com que

Pe:a+d
b+c

és el preu d’equilibri del bé en el mercat estatic,’ dedutm que

€(b+C)C —I— (a+d) B €(b+C)C

= Pe
b+c b+c +

p(0) =
i, per tant, que

b+c b+c b+c
= ¢ "M (p(0) — P.) + P..

Coneguda ’expressi6 formal de p(t), en podem estudiar 1’evolucié tem-

poral analitzant el limit de p(¢) en relaci6 amb els parametres que la

determinen. Aixi doncs, i donat que per a tot valor positiu de p (0),
tlim p(t) =P.+ (p(0) — P.)e > =F.+0= P,

deduim que, a la llarga i independentment dels valors de a, b, c i d

i del preu inicial p(0), el preu p(t) del mercat dinamic tendeix cap al

6 Aquest preu d’equilibri s’obté igualant la demanda D i I'oferta S suposant que
p és constant al llarg del temps.
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preu d’equilibri P, del mercat estatic. En definitiva, el model lineal de
Walras és un model dinamic de preus estable. Graficament,

p(0) |

p(t)
F,

W0,

EDO lineals de primer ordre
Tota EDO lineal de primer ordre és de la forma

Y + (@) -y = qlx),
amb p(x) i ¢(z) funcions reals de variable real com a coeficients. Si

q(x) =0,

I’EDO lineal de primer ordre s’anomena reduida o homogénia i, en cas
contrari, completa. Resoldrem, en primer lloc, la reduida. Com es pot
comprovar, aquesta EDO és 'EDO de variables separables

dy + (p(z) - y) dz =0
que té per solucié general I’expressio

y = effp(:v)dz.

Com veiem, aquesta solucié general depén de la primitiva de la funcié
p(z). A partir de la solucié general de 'EDO lineal homogenia associa-
da, podem obtenir la de la completa introduint, préviament, el canvi
de variable
y=u-v

on

u=u(z) i v=ov(z)
s6n funcions reals de variable real derivables de manera que u (x) sigui
una solucié particular de ’'EDO lineal reduida associada. Vegem-ho.
Com que

q(z) = Y +pl)-y=@ v+u-)+p)- (u-v)=
= (W+pa)u-v+u-v)=0-v+(u-v)=

/
= u-v,
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la funci6 v (z) s’obtindra substituint la variable u de 'EDO de variables
separables

pel seu valor calculat préviament com a solucié particular de 'EDO
lineal homogenia. Un cop resolta aquesta EDO, la solucié general de
I'EDO lineal de primer ordre completa és el producte d’u (x) per v (z).
Tanmateix, aquesta estratégia de resolucié depén, en darrera instancia,
de l'existéncia de les primitives que hi apareixen. Un exemple d’EDO
lineal de primer ordre que no pot resoldre’s per aquest metode seria

y +x-y=1.
Exemple 34 Resoleu I’EDO
y = (tanz) - y + cos .

Es tracta d’'una EDO lineal de primer ordre completa amb coe-
ficients
p(z) = —tanz i ¢q(x) = cosuz.

Aixi doncs, introduirem el canvi de variable
y=u-v

de manera que u sigui una solucié particular de ’EDO lineal homogénia
associada
u' — (tanz) - u = 0.

Com que la solucié general d’aquesta EDO és

u= e—fp(x)dz _ ef(tanx)dz — e~ In(cos z)+-C' _ 1

COsS T

Y

podem considerar, per exemple, que u és la solucié particular

1
u(z) = cosz’
Aixi doncs,
, 1 dv
cosr=q(x)=u-v' = (Cosx) o
d’on
% =cos?z 1 v(z)= [(cos’z)dr = g sm42x + C.

Per tant, la solucié general de 'EDO lineal completa sera

y=u(z) v(z)= <Coix> @ + Sinfx + c> .
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EDO de Bernouilli
Una EDO de Bernouwilli és una EDO de la forma

«

y +p@)-y=q(@)y
amb el parametre « diferent de 0 i 1. Per resoldre-la cal, d’entrada,
dividir-la per y<,

(v™) -y +p@) (') = q(z)
i, a continuaci6, introduir el canvi de variable
u =y

D’aquesta igualtat deduim, derivant, que

, Y '
y_(l_a)u.

Aixi doncs, 'EDO de Bernouilli adopta I'expressié

y - ((1y_aa) u’) +p(z) - u=q(=),

v+ ((1=a) p@)u=(1-a) q)
que, com veiem, és una EDO lineal de primer ordre en les variables
ziu(z). Obviament, la solucié general de la de Bernouilli s’obtindra
desfent el canvi de variable un cop resolta aquesta EDO lineal.

Exemple 35 Resoleu I’EDO

d
y(—y) +y*+2=0.

és a dir,

dx
Es tracta de 'EDO de Bernouilli
yty=(-2)-y "
Aixf doncs, dividint per y=*, s’obté 'EDO equivalent
y-y +y' ==
Per tant, si fem el canvi de variable
!/

w=y? amb y =
2y
obtenim ’EDO lineal de primer ordre
1—-2x

uw +2u = —2x, amb solucié u = +C-e 22,

2

Finalment, desfent el canvi de variable, tenim com a solucié general de
I’EDO de Bernouilli ’expressio

s 1—2x

5 +C e 2"

Y
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Aplicacié econdmica: la corba logistica

Com a aplicacié concreta de les EDO de Bernouilli, estudiarem un
model important de creixement poblacional. Es vol analitzar I’evoluci6
temporal d’'una poblacié sota la hipotesi de que, en cada instant ¢, la
seva variacié augmenta proporcionalment respecte de la seva quantia i
disminueix proporcionalment respecte del seu quadrat. Si la variable
poblacional P depén del temps t,

P=P(t)

podem considerar-la com a funcié real continua i derivable respecte t ja
que, com passava en el principi genétic del redit, la variable temporal
t denota instants de temps, és a dir, és continua. En aquest contexte
té sentit, com abans, que puguem identificar la variacié instantania de
la poblacié amb la derivada de P. En conseqiiéncia, si aquesta variacio
augmenta proporcionalment respecte de la seva quantia i disminueix
proporcionalment respecte del seu quadrat, tindrem que

P(t) = C“;—i” = a- P(t) ~b- P2(t),

amb a i b constants positives. Hem obtingut aix{ una EDO de Bernouilli
a coeficients constants en les variables ¢ i P(t), i amb

o= 2.

Estudiarem I’evolucié temporal de la poblacié P resolent, préviament,
aquesta EDO. Per determinar-ne la seva solucié general cal dividir-la

per P2,
P 1
P2 —a F = —b,

1 introduir-hi el canvi de variable

1 1
u= 5, amb u/:—ﬁ-P’.
D’aquesta manera, s’arriba a 'EDO lineal (o de variables separables)

bh— €7a~(t+c)
w +a-u=>, amb solucié6 u(t)= ———
a
Per tant, desfent el canvi, obtenim ’expressié formal de la poblacié en

Iinstant ¢, que és
a

P(t) = s— =0y

Ja que la poblacié inicial satisfa la igualtat

a
aleshores e ¢ =p —

PO = 5= P0)
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i, per tant, que

P(t) = =

Finalment, si fem

P(0)’
s’obté l'expressié formal de P(t),
k- P(0)
P(t) =
*) 1+ (k—1)eot’

que rep el nom de corba logistica. Coneguda la funcié poblacional P(t),
podem estudiar-ne ’evolucié temporal a partir del limit temporal de
P(t). Aixi doncs, i com que

k- P(0) k- P(0)

tllrilop(t):1+(/~c—1)e*oo:1+(/~c—1)-0:k'P(0):

?

> e

deduim que, a la llarga, la poblaci6 p(t) s’estabilitza al voltant del valor
real positiu 7. Pel cas concret en qué

k> 2,

la representacié grafica de la corba logistica seria

a
b

P(0) ¢

Lr1=(k -1)
a

D’aquest grafic deduim que el creixement de la poblacié, que en les
fases inicials és exponencial, es va arralentint de manera progressiva.
Precisament el quocient ¢ dels parametres poblacionals representa la
fita superior que la quantia poblacional no pot ultrapassar. A diferéncia
del principi genetic del redit, la corba logistica és un model dinamic de
creixement assimptoticament estable aplicable, a més, a una gran va-
rietat de situacions (la taxa de creixement d’una empresa, I'increment
del trafic aeri, la construccié d’autopistes, el creixement bacterid en
una placa Petri, etc.).
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EDO lineals d’ordre superior a coe-
ficients constants

Pel que fa a les EDO d’ordre superior, veurem el cas de 'EDO lineal
a d’ordre superior a coeficients constants, el més simple de tots. Una
EDO lineal d’ordre n a coeficients constants és una equacié del
tipus

y(n) +a, ;- y(”—l) +odar -y +ag-y = b(x),
amb les constants a,,_1,..., ag com a coeficients i amb la funcié real

de variable real b(z) com a terme independent. Analogament al cas de
les EDO lineals de primer ordre, si

b(z) =0

I’EDO lineal d’ordre n s’anomena reduida o homogénia i, en cas con-
trari, completa. Per exemple, 'EDO

RO I C B C R |

és lineal de tercer ordre a coeficients constants i terme independent
iguals a
ag=ay=1, ap=0 i b(x)=2>+z+1.

Per a resoldre en general aquest tipus d’EDO haurem d’estudiar primer
la lineal reduida o homogenia.

Resolucié de ’EDO lineal d’ordre superior homogeé-

nia

D’entrada, cal considerar I’anomenada equacid caracteristica associa-
da a una EDO lineal d’ordre n a coeficients constants que és ’equacié
polinomica de grau n en la variable £k,

k"%—anfl-k”*1+-~+a1~k—|—a0:0.

Per exemple, és facil adonar-se que I'equacié caracteristica associada a
I’EDO anterior és
E+kE +k=0.

En qualsevol cas, les arrels d’aquesta equacio determinen completament
la solucié general de 'EDO reduida. Aixo és el que ens diu el teorema
segiient.

Teorema 36 Donada una EDO lineal d’ordre n a coeficients constants
tenim que
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. St ko és una arrel real simple de l’equacio caracteristica, la funcié

ekoz

és una solucid particular de ’EDO lineal d’ordre n reduida associa-
da.

. Si kg és una arrel real de multiplicitat s de l’equacid caracteristica,

les s funcions
ekoz (ekox) Ty ., (ekox) 5t

son solucions particulars de ’EDQO lineal d’ordre n reduida associa-
da.

. Si el nimero complex

ko=a+p-i, amb 1=+/—1,

és una arrel simple de l’equacid caracteristica, les dues funcions
reals de variable real

e sin (fz) i e cos(fr)

son solucions particulars de I’EDO lineal d’ordre n reduida associa-
da.

. Si el nimero complex

ko=a+p-i, amb 1=+/—1,

és una arrel complexa de multiplicitat s de l’equacid caracteristica,
les 2s funcions reals de variable real

e sin (Br), (e sin(Bx))x,..., (e sin(Bx))r*?

€™ cos (Br), (e*cos(Bx))w,..., (e cos(Bx))r*

son solucions particulars de ’EDO lineal d’ordre n reduida associa-

da.

A més, la solucié general de I’EDQO lineal d’ordre n a coeficients cons-

tants reduida és una combinacio lineal de les n solucions particu-
lars associades a les arrels de la seva equacid caracteristica.

Exemple 37 Resoleu ’EDO
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Fixem-nos que es tracta de 'EDO lineal de tercer ordre a coeficients
constants reduida associada a la de I'exemple anterior. Com que les
arrels de la seva equacié caracteristica sén

ko = 0, k1:—§+(§)z‘ i ky =1 (@)z
la solucié general sera, pel teorema anterior,
y = C1e% +Cy (e_%x sin (@)) + (4 (e_%a’ cos (@)) =
= 1+ (Cg sin @ + (5 cos @) ez,

en que Cp, Cy i C5 sén els seus parametres.

Resolucié de I’EDO lineal d’ordre superior com-
pleta

La resolucié d’aquesta EDO se suporta en la solucié general de ’EDO li-
neal d’ordre superior homogenia associada. En efecte, es pot demostrar
que la solucié general y de 'EDO lineal d’ordre n a coeficients constants
completa s’obté sumant a una de les seves solucions particulars, v,, la
solucié general y, de 'EDO lineal homogeénia associada. Aixi doncs,
sera de la forma

y:yr"_yp-

Es evident, per tant, que el que cal ara és determinar tant sols una de
les solucions particulars de ’'EDO lineal completa i aixo depén del tipus
de funci6 b(z). Nosaltres estudiarem només un cas, quan b(z) sigui un
polinomi de la forma’

b(x) = by - 2™ A by ™ by x4 by,

La solucié particular y, que determinarem depen de si 'equacié carac-
teristica associada té, o no, al zero per arrel. Si no ho és, y, és un
polinomi del mateix grau que b (z),

Up = A 2™ Ay - 2™ b A g,
i si ho és, y, és un polinomi del tipus
Yp = ()\m-xm—l—)\m_l-xm_l-l—“-vL)\l-x-l—)\o)-a:s

en que s és la multiplicitat del zero com a arrel de ’equacié carac-
terfstica. Els coeficients \; s’obtenen imposant que y, és, efectivament,
una solucié particular de ’'EDO lineal completa.

"Com que tot niimero real és, en particular, un polinomi de grau zero aquest
tipus inclou també el cas particular en que b(z) sigui constant.
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Exemple 38 Resoleu I’EDO
y(3) + y(2) 4 y(l) =22+ x+1.

Ja coneixem la solucié general de 'homogenia associada que és
yr = C1 + <C’2 sin 3z 1 Cs - cos ‘/_“”> e 3.

Com que el zero és arrel simple de 'equacié caracteristica, una solucié
)
particular de la Completa sera de la forma

= ()\21’2 + )\1$ + )\0) T = )\21’3 + )\1%2 + )\01’.

Cal determinar-ne els coeficients. Substituint, doncs, les derivades de
yp en 'EDO completa tenim que

Pra+1l = y®+yP +y =

(6X2) + (6X2z + 2\1) + (3oz® + 2Nz + Xo) =
= (3\2) 2% 4 (6)a +2\1) & + (6Ag + 201 + No),

d’on, igualant els coeficients d’ambdds polinomis, s’obté el sistema
d’equacions lineals

3)\2 - 1
6Xo + 2\ =1 », amb solucié6 Ay = %, A= —
6Xo +2X\1 + N =1

Aixi doncs, la solucié general de 'EDO lineal completa sera

Y=Yrtyp = Cl+(02 sin <\/_3’> + (5 - cos (fx)>e_%+<%3 —%2>

Aplicacié econdmica: model lineal de segon ordre d’evolucié
temporal del preu d’equilibri

En alguns mercats, 'oferta i la demanda d’un bé es veuen afectades
no tan sols per la taxa de variaci6 del seu preu (primera derivada) sino
també per la tendéncia, a la llarga, d’aquesta taxa (segona derivada).
En conseqiiéncia, si un analista economic vol estudiar I’evolucié d’aquest
preu cal que conegui les seves primera i segona derivades si aquest preu
varia instantaniament. En el model que estudiarem suposarem que
loferta S i demanda D en un instant ¢ depenen linealment del preu p
i de les seves derivades primera i segona de manera que

S:S(t):—81+82'p(t)+83'p/<t)+84'p”(t)

D:D(t) :dl —dg-p(t)—l—dg-p’(t)—i—d4-p"(t),
en que les constants sy, s9 i dq, dy sén positives mentre que s3, sS4, d3 i
d, poden prendre qualsevol valor real.® Volem saber per a quins valors

8Els valors d’aquests parametres dependran de les espectatives dels agents
economics.
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d’aquestes constants el preu d’equilibri p., que satisfa ’equacié
S=D,

es estable al llarg del temps. Com que, a partir de I’equacié anterior,
tenim que

(84— da) - P (1) + (53— d3) - P, (1) + (52 — da) - pe (t) = 51 — dy,

s’obté 'EDO lineal de primer ordre a coeficients constants completa

PO+ B0+ S p () =S

si

fent
a:s4—d4, b:Sg—dg, C:SQ—dQ 1 d:sl—dl.

Notem que el preu d’equilibri del mercat estatic P, és, precisament,

pezc_izsl_d1

a 84—d4‘

Com que el discriminant de I’equacio6 caracteristica associada a 'EDO,
aN +bA+c=0,
és
A =b* — dac

es pot provar que si
(a) A>0

la solucié general de I'EDO és
De (t) - C’1 : 6/\1t + C2 : 6)\2t + Pea

amb

Per un altre canté, si

la solucié és
De (t) = (Cl . +Cg . t) 6)\t + Pe,
amb

A= -
2a’
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(c) A<O0

llavors la solucié general sera
De (t) = (Cl - sin (Bt) -+ 02 . COS (Bt)) eat + P&

amb
b . vV—A
—— i = .
2a 2a
L’estabilitat del preu p, (¢) a la llarga depén, fonamentalment, del signe
del quocient «. En efecte, si

=

b
1) a=——2>0
(®) 2a —
hom prova que no existeix el limit de p, (¢) quan ¢ tendeix cap a infinit.
En altres paraules, que aquest preu d’equilibri és inestable. En canvi,

Sl

el limit existeix i val
lim p. (t) = P.

t——+o00
quan
A <0, obéquan A, <0 si A>0.

A tall d’exemple, si

S4 = 004, d4 =0

s = —0.02 d3 = —0.06
So = 0.1 dg =0.05
S1 = 5 dl =3

tindriem que

b 53 — ds —0.02 + 0.06
T T T T 2(sa—dy)  2(0.04—0) ’

amb el discriminant de ’equacié caracteristica negatiu i gual a
A = b2 — 4ac = <S3—d3)2 —4(84—d4) (82 —dg) =
= 0.04*° —4-0.04-0.05 = —0.0064 < 0

i amb

VA VAR JOwel

ﬁ 2a 2 (84 — d4) 0.08

Llavors, ja que

a S4—d4 0.04

50,
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hom dedueix que

pe(t) = (Cy-sin(Bt)+ Cy-cos(ft)) e + P. =
= (C)-sint + Cy - cost) e %% 4 50

ique
tLleroope (t) = P. = 50.
Graficament,
p(0)
D(?)
50: ..................................................
t
Exercicis
1. Resoleu 'EDO
T - y// + y/ — 1’2
aplicant el canvi de variable 3/ = t.
2. Donada 'EDO
d*y dy
2 a7y Ly _
s + 3z . +y=0,
proveu que
(a) La funcié y = 2% és solucié d’aquesta EDO si i només si
k= -1.
(b) La seva soluci6 general és una combinacié lineal de les fun-
cions

y=2' i y=a1 Inz.

3. Donada 'EDO de Clairaut
y=z-y+ (),

on f és una funcié real de variable real derivable,
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(a) Comproveu que la familia de rectes
y=C-xz+ f(C)

que depén del parametre C, és la seva solucié general.

(b) Amb l’anterior, trobeu la solucié general de 'EDO
y—a-y =1+ ()"

y' +ay=1

4. Resoleu 'EDO

per a tot a > 0.

5. Proveu que la corba que, en qualsevol punt, té la pendent de la
recta tangent proporcional a la seva abcissa és una parabola.

6. El metode de datacié amb I'isotop radiactiu C'* del carboni es
fonamenta en el fet que la proporcié d’aquesta substancia en tot
organisme viu es manté constant al llarg de la seva vida i, en
morir, disminueix al no haber-hi reposicié. Si suposem que, en
tot instant ¢, la velocitat de desintegracié (la derivada temporal)
de C és proporcional a la quantitat C'* (¢) present en ¢ amb
una taxa de proporcionalitat? de —1.24486 - 1074,

(a) Plantegeu i resoleu I'equacié diferencial que ens permet conei-
xer C' (t) a partir de la quantitat inicial C''*(0) com a
parametre.

(b) S’anomena periode de semidesintegracié d’una substancia
radioactiva al temps que cal esperar per a que aquesta subs-
tancia es redueixi a la meitat. Amb l'apartat anterior, de-
termineu el perfode de semidesintegracié del C** tot provant
que aquest perfode no depén de la quantitat inicial de C'* i
que, a més, no coincideix amb la vida mitjana.

(c) Les restes d'un os trobat al Pirineu només contenen una
cinquena part del C'* present en els organismes vius. En les
hipotesis anteriors, quina antiguitat té 1’os?

7. Suposem que la variable © = z(t) representa l'increment que es
produeix en l'instant ¢ d’'una poblacié bacteriana en un determi-
nat cultiu biologic. Si s’ha establert experimentalment que aques-
ta variable poblacional satisfa 'EDO

d*x dx

91’invers en valor absolut d’aquesta constant de proporcionalitat s’anomena vida
mitjana i és igual a 8033 anys.
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en qué la funcié €(¢) mesura lerror observacional en cada instant
2

(a) Trobeu l'expressi6 de x(t) sabent que €(t) és proporcional a
x(t) amb —k? com a constant de proporcionalitat i que

. m V3x
k:%, z(0)=0 i x(g) =e6 .

(b) En les hipotesis de 'apartat anterior, i considerant que ¢ ve
mesurada en hores i x en litres, calculeu el temps que cal
esperar perqué la poblacié bacteriana ompli un recipient de
0.75 litres.'”

8. En un cert mercat de gran abast, la introduccié de les eines infor-
matiques en la seva gestié ha fet que, practicament, el preu dels
productes que s’ofereixen varii de manera continua en el temps
de manera que la seva taxa de variacié satisfa I’equacio

dp

i 0.0025 - (D — S)

en que p(t), D(t) i S(t) s6n, respectivament, el preu, la demanda
i loferta associats. A la llarga, i en relacié6 amb un producte
determinat X que ofereix el mercat, s’ha observat que en tot
moment la seva oferta augmenta proporcionalment respecte del
seu preu amb una constant de proporcionalitat de 0.7 pero dismi-
nueix respecte del seu quadrat, amb una constant de proporciona-
litat de -0.001, per adaptar-se a l'oferta quan el preu creix més
enlla d’un cert limit. De manera analoga, la seva demanda dismi-
nueix proporcionalment respecte del preu, amb una constant de
proporcionalitat de -0.3 i, en un intent de consolidar les posicions
de compra en un ambient alcista, augmenta proporcionalment
respecte del seu quadrat amb una constant de proporcionalitat
de 0.009. D’aquesta manera, la demanda i l'oferta de X sén
funcions quadratiques de p. En aquestes condicions,

(a) Proveu que, en tot moment, els preus d’equilibri de X son
01100 u. m.

(b) Plantegeu i resoleu 'EDO que ens permet determinar el preu
instantani p(t) de X en funci6é de p(0), i demostreu que si
p(0) = 100 u. m. llavors p(t) és constant.

10Cal tenir en compte que la quantia poblacional bacteriana en un instant qual-
sevol to s’obté integrant la variable z (t) entre 0 i .
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9. L’empresa E, que opera en una zona de gran creixement economic,

fabrica i ven un producte II en competéncia desigual amb altres
firmes industrials. Segons els estudis realitzats pel seu departa-
ment comercial, s’estima que quan es produeix aproximadament
entre 2.2 i 3.7 milions d’unitats de II el benefici marginal que
s’obtindria de la venda de tota la produccié és gairebé propor-
cional al cost de produccié segons ’equacié

dB(q) _
i —0.8C(q)

en qué B(q) i C(q) sén, respectivament, les funcions de benefici i
de cost al nivell de produccié ¢. En aquestes condicions,

(a) Plantegeu 'EDO que satisfa la funcié B(q) sabent que, en
condicions normals, F forca un preu de venda unitari cons-
tant igual a p = 5 u. m. per a Il en tota la seva zona
d’influéncia.

(b) Proveu que 'EDO anterior es pot resoldre aplicant el canvi

de variable
u=>5q—DB

i, en conseqiiéncia, doneu-ne la seva solucié general.

(c) Obteniu de I'apartat anterior I’expressié formal del cost C(q)
i del benefici B(q) sabent que

(d) Proveu que el benefici associat a la venda de tota la produc-
ci6 de II entre 2.2 1 3.7 tones és progressivament decreixent.

10. Isaac Newton va establir en el segle XVII que la variacié ins-

tantania de la temperatura d’un objecte, a causa de 'intercanvi
de calor amb el medi que I’envolta, és proporcional a la diferéncia
de temperatura entre I'objecte i el medi. Si considerem que la
temperatura del medi és constant i igual a Tj,

(a) Trobeu i resoleu 'EDO de primer ordre que ens déna la
temperatura T (¢) de 1'objecte en l'instant ¢ en funcié de la
temperatura del medi i de la constant de proporcionalitat k.

(b) La policia descobreix el cos sense vida del professor de Mate-
matiques Empresarials en el seu despatx arran d’una trucada
de telefon. El punt clau per resoldre el suposat crim és la
determinacié exacta del moment en el qual es va produir.
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El forense arriba al migdia, pren la temperatura del cos que
és de 35°C i repeteix la mateixa operacié una hora més tard
comprovant que ha baixat a 34°C. Sabent que la tempera-
tura del despatx s’ha mantingut sempre constant i igual a
21°C i que la victima tenia en vida una temperatura mitjana
de 37°C, deduiu quan es va produir el crim i qui podria haver
estat el presumpte assassi si la policia va rebre la trucada
de telefon des del mateix despatx i a un quart d’ontze del
mati. (Les dades del forense ens permeten trobar els valors
numeérics del parametre de la solucié general de 'EDO i de
la constant £ de proporcionalitat. Un cop coneguts, podrem
determinar el moment respecte del mitgdia en el qual es va
produir el crim).



102 Equacions diferencials ordinaries



Capitol 4

Equacions en diferéncies fini-
tes

Les equacions en diferéncies finites, equacions que es troben a mig
cami entre I’algebra i el calcul diferencial, estudien el comportament
de certes funcions reals de variable real de manera semblant a com ho
fan les equacions diferencials ordinaries. Mentre que aquestes estan
relacionades amb les funcions continues i derivables, les equacions en
diferéncies finites (a partir d’ara EDF, per abreujar) ho estan amb les
funcions discretes i les seves diferéncies. Historicament, hom pot dir
que la teoria de les EDF neix amb 'estudi de les equacions recurrents
dut a terme per A. de Moivre, D. Bernouilli i L. Euler, que escriu el
primer tractat sobre el tema (1748). La teoria que podem denomi-
nar moderna arrenca amb els treballs de 'escola russa (P. Tchebychev
(1880) i A. Markov (1910)), i de C. Jordan (1939). Des d’un punt
de vista economic, és evident que els valors d’algunes de les magnituds
econdomiques més importants (renda, consum, estalvi, preus, etc.) solen
determinar-se de manera uniformement espaiada en el temps (men-
sualment, semestralment, anualment, etc.). En conseqiiéncia, i amb
I'objecte d’apropar-se a la realitat de la manera més acurada possi-
ble, ’economista es veu obligat a estudiar el comportament d’aquestes
magnituds per mitja de certs conjunts discrets (finits o numerables) de
valors. Com veurem, les EDF sén un instrument fonamental en I'estudi
de les relacions que mantenen aquests conjunts discrets. En aquest 1l-
tim capitol estudiarem tant sols les EDF de tipus lineal; cal remarcar
que aquestes sén les tiniques que es poden resoldre sistematicament a
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partir de férmules precises. Comencgarem fixant la nostra atencié en
la soluci6 general del principi genétic del rédit constant estudiat unes
planes més enrere. Recordem que es tractava de ’EDO de primer ordre
de variables separables

dC (t) =C (t) - p-dt, amb soluci6 C (t) = C(0) - e

Tanmateix, la practica habitual dels mercats financers no sol tenir en
compte l'interés o rédit instantani p en les operacions financeres. En el
seu lloc considera, o bé l'interés simple que és un tant de proporciona-
litat respecte del capital inicial i del termini de I'operacio, o bé l'interes
periodic que s’obté en fraccionar el termini de 'operacié en periodes
de durada idéntica (mesos, trimestres, semestres, anys, etc.) dins dels
quals el preu es va acumulant progressivament. En qualsevol d” aquests
dos casos la variable temporal ¢ deixa de ser continua i passa a prendre
valors discrets. Vegem-ne un exemple.

Exemple 39 (Interés compost) Suposem que dividim l’any natural
en periodes amb la mateiza durada. Es tracta de trobar el capital mone-
tari disponible, al final de cadascun dels periodes, en una operacid fi-
nancera de diposit en la qual el capital monetari s’incrementa en cada
periode de manera proporcional al capital disponible en el seu inici 1 a
la seva durada, tot suposant que el tant per cent de proporcionalitat és
sempre constant.

Si denotem per C). el capital monetari disponible al final del perio-
de r-ésim és evident que, des d’'un punt de vista matematic, ’estem
considerant com a funcionalment dependent de la variable

reN
que enumera els perfodes. Aixi doncs, i segons I’enunciat, I'increment
AC, = Crp1 = C,
que experimenta el capital al llarg del periode r-ésim sera de la forma
NC.=1i-p-C,
en qué p és la durada de cada periode (mesurada en anys) i en queé ¢ és

el tant per cent de proporcionalitat constant que no depén del temps.
L’equacié que hem obtingut,

ANC, —i-p-C,=0,
és un exemple d’EDF lineal de primer ordre homogénia a coeficients
constants en qué r és la variable discreta independent i C,. és la varia-

ble funcional dependent. La resoluci6 d’aquesta EDF passa per ’analisi
directa de la seva estructura. Fixem-nos que, en aquest cas,

Cr+1:Cr‘i_i'p'crzcr'(l—'_i'p)'
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Per tant, C,,; és el terme (r + 1)-ésim d’una progressié geomeétrica de
primer terme Cy i de raé 1+1i-p. Per tant, el capital al final del periode
r depén funcionalment del capital inicial Cj en la forma

CTZOO(1+ZP>T

Aquesta expressio és un cas particular de funcié discreta en la variable
r que depén de dos parametres, el capital inicial Cy i I'interés constant
1. Com veiem, s’obté la férmula de 'interés compost a tant nominal i
i de periodicitat! p. Si, per exemple,

Co=1000, p=1 i i=0.03,

C,. seria el capital acumulat al final del periode r-ésim en un deposit
bancari que déna un interés nominal del 3 % anual pagable quadrimes-
tralment i amb una imposicié inicial de 1000 euros. Es a dir, que

C, =1000- (14 0.03-2)" =1000- (1.01)".
Aquest capital, al cap de 2 anys, seria igual a?

Cs = 1000 - (1.01)° = 1061.52 euros.

Funcions discretes i operadors dis-
crets

El primer que hem de fer és clarificar els conceptes que hem introduit
informalment en I’exemple anterior. El punt de partida és la definicié
formal de funcié discreta. A tal fi, cal tenir present la nocié de conjunt
infinit numerable?: diem que una funcié real de variable real del tipus

f: ACR — R
keA r— y=f(k)

és una funcié discreta si el seu domini de definicié A és un conjunt
finit o infinit numerable. Per exemple, el capital monetari de 'interés
compost de 'exemple anterior,

C, = 1000 - (1.01)",

'El producte i - p és el tant efectiu.

2En 2 anys tenim 6 quadrimestres

3Un conjunt infinit és numerable si es pot posar en correspondéncia bijectiva
amb el conjunt dels nimeros naturals.
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és una funcié discreta. En aquest cas la variable discreta independent
i la variable discreta dependent sén, respectivament,

k=re ACN i y,=C,=1000-1.01",

1 el domini seria

A={0,1,,...,n}

si el termini de 'operacié financera de diposit fos de n anys, o bé
A=N

si C,. fos, per exemple, el terme r-ésim d’una renda monetaria perpétua.
Per raons de caracter practic, considerarem que el domini de definicié
de les funcions discretes és el conjunt N dels mimeros naturals.* Sobre
les funcions discretes poden actuar uns operadors funcionals anomenats
operadors discrets. FEn concret, els operadors discrets identitat I,
segiient F i diferéncia A sobre una funcié discreta y; vénen definits
per les igualtats

Ty, = yr, Eyr =yre1 i AU = Yrs1 — Y-

De fet és precisament 'operador diferéncia el tret caracteristic de les
EDF ja que desenvolupa el mateix paper que la derivada en les EDO.
Juntament amb aquests operadors tenim els operadors discrets succes-
sius o d’ordre superior: els operadors discrets identitat /, segiient F
i diferéncia A d’ordre n venen definits de manera recurrent per les
igualtats

I"=JoI"! E"=FEoE"! i A"=AoA"!
per a tot ndmero natural n més gran que zero i on, per conveni,
I°=E°=A°=1T.

Tots aquests operadors transformen funcions discretes en funcions dis-
cretes. Vegem-ne un exemple.

Exemple 40 Calculeu els segiients i les diferéncies successives del capi-
tal monetari
C, =1000-(1.01)".

Com que
EC’I‘ - Cr+17

4Per tant les funcions discretes que considerarem seran les successions de
nimeros reals.
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tenim que el segiient de segon ordre és

E*C. = E(EC,) = E(Cy;1) = Cpjo.
Analogament, el segiient de tercer ordre seria

E*C. = E (E*C,) = E(Cyi2) = Crys

i aixi successivament. Per tant, el segiient d’ordre n del capital mone-
tari r-¢sim C, és capital monetari (r + n)-ésim i val

E"C, = Cypp = 1000 - (1.01)" .

Tanmateix, el calcul de les diferéncies d’ordre n és més complicat. Do-
nat que la primera diferéncia del capital monetari de I'interés compost
és
AC, = Chrpq—Cp = (1000 (1.01)"*) — (1000 - (1.01)") =
1000 - (1.01)" - (1.01 — 1) = C,. - 0.01,
deduim que la segona diferéncia sera
NC, = A(AC,)=A(0.01-C,)=(0.01-C,yy)—(0.01-C,) =
0.01- AC, = 0.01-(0.01-C,) = (0.01)*- C,.

De manera semblant, la diferéncia de tercer ordre sera igual a

N = A(NC) =A((0.01)%-C) =
((0:01)* - Crir) = ((0.00)°-C,) =
= (0.01)*- AC, = (0.01)*>- (0.01 - C,) = (0.01)* - C,

i aixi successivament. En conseqiiéncia, les diferéncies d’ordre superior
adopten I'expressio

A™C, = (0.01)" - C, = 1000 - (1.01)" - (0.01)" .

Destaquem, en el resultat segiient, algunes de les propietats més
importants d’ aquests operadors.

Proposicié 41 En general,

1. Els operadors discrets identitat, segiient i diferéncia satisfan la
tqualtat
A=FE-1.

2. Per a tota funcid discreta yi @ per a tot ordre n tenim que

o " /n .
E"yp = Ypyn @ Ayp = Z (i)(_l) * Ykn—i-

1=0
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3. FEls operadors segiient i diferéncia sén operadors lineals, és a dir,

que per a tota parella de funcions discretes uy, i vy, 1 tota parella
A i de nimeros reals tenim que

@()\-uk—l—u-vk):)\-@uk+u-@vk,

en qué © és o bé l'operador discret identitat I, o bé ['operador
segiient E/ o bé l'operador diferéncia /\.

Els operadors discrets identitat I © segiient E satisfan, respecte
del producte de funcions discretes, la igualtat

@(uk . Uk) = @Uk : @Uk
mentre que l'operador diferéncia satisfa que

A(uk . 'Uk) = Auk . E’Uk + ug - A'Uk = (Auk) “ Vg + Euk . Avk.

Cal remarcar que la férmula de la diferéncia del producte de fun-

cions discretes és similar a la de la derivada del producte de funcions
reals de variable real.

Exemple 42 Trobeu la diferéncia d’ordre n del capital monetari

C, = 1000 - (1.01)"

aplicant la férmula

Aty = i (?) (=1)" Yrrn-i.

=0

Amb aquesta férmula i la del binomi de Newton tenim que

8 = 3 (1) G

=0

- Zn: (?) - (=1)"+1000 - (1.01)""" =

=0

— 1000 - (1.01)" - ( —1)F - (1.01)"" ):
= 1000 (1.01)" - ((—1) + 1.01)"
(0.

= 1000 - (1.01)" - (0.01)".
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Equacions en diferéncies finites

Estem ja en condicions d’introduir la nocié matematica d’equacié en
diferén- cies finites. La definicié és estructuralment idéntica a la d’EDO
si substituim el concepte de funcié derivable pel de funcié discreta i el
de derivada pel de diferéncia: una equacié en diferéncies finites
d’ordre n (EDF d’ordre n) és una equaci6 funcional de la forma

F (/f,yk, Ayk, ceey Anyk) =0

que relaciona la variable discreta k, que denota els nombres naturals,
amb una funcié discreta y, i les seves diferéncies successives fins a
lordre n. Si la diferéncia n-ésima d’y; es pot explicitar a partir de la
resta, 'EDF d’ordre n adopta la forma

Anyk = f (ka Yk, Ayka ) Anilyk)

Es evident, a partir de la proposicié anterior, que tota EDF d’ordre n
es pot expressar alternativament com una equacidé recurrent d’ordre n
del tipus

Gk, Yk Ye1s - Utn) =0 0 Yon = g (K Yns Yna 1, s Ytn—1)
si apliquem la férmula
n . n 7
Ay, = ; (z’)(_l) * Yhtn—i-
Per exemple, és facil adonar-se que ’'EDF
AC,—0.01-C,. =0

és una EDF de primer ordre, amb r com a variable discreta independent
i C,. com a variable discreta dependent, ja que depén tant sols de la
primera diferéncia de C,.. Com que

0=AC,—-001-C,=(Cry1—C,)—001-C, =C,1 —1.01-C,,
deduim que '’equacié recurrent de primer ordre equivalent seria, doncs,
Crip =1.01-C,.

En general, totes les equacions recurrents d’ordre n posen de manifest
la regla de formaci6 del terme y;, en funcié dels n anteriors. En el cas
precedent, I’equacié recurrent ens diu que el capital monetari disponible
al final d’un periode s’obté multiplicant per la constant 1.01 el capital
disponible al final del perfode anterior. Un dels objectius de la teoria de
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les EDF' és determinar, quan aixo sigui possible, les funcions discretes
que mostren el comportament variacional que expressen les dites EDF.
Aquestes funcions discretes sén les seves solucions. S’anomena solucié
general explicita d’'una EDF d’ordre n a tota funcié discreta de la
forma

ye = ok, C1,...,Cy)

que depén d’n parametres C',..., C), i que, substituida en I'EDF, la
satisfa. Qualsevol funcié discreta y, que s’obté de I'anterior donant
valors concrets a aquests parametres és una solucié particular de
I'EDF.?> Com podem veure la solucié general d’una EDF és, en sentit
estricte, una funcié discreta indeterminada. Com en el cas de les EDO,
la solucié general d’'una EDF representa el conjunt format per les seves
solucions particulars. Per exemple, la solucié general de ’'EDF

ANC,—001-C, =0
és la funcié discreta
C, =Cy-(1.01)

ja que la satisfa i, a més, depén del capital inicial Cjy com a parametre.
Precisament les solucions particulars de ’'EDF s’obtenen fixant aquest
valor monetari inicial. Una possible solucié particular seria el capital
monetari

C, =1000-(1.01)", on Cy = 1000 euros.

En general, i a diferéncia del que passava amb les EDO, les tniques
EDF que poden ser resoltes de manera efectiva sén les de tipus lineal.
Un exemple senzill d’EDF que no té una solucié general expressable
analiticament és

Y1 = 4yp (1 - yk) .

Comencem, doncs, resolent el cas general de 'EDF lineal de primer
ordre.

EDF lineals de primer ordre
Una EDF lineal de primer ordre és una EDF del tipus

Ayp + Dk - Yk = Qs
amb p, i g, funcions discretes com a coeficients. Si, per a tot k,

Qk:O»

5 Aquests valors s’anomenen condicions inicials o de contorn.
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I’EDF lineal s’anomena reduida o homogénia i, en cas contrari, com-
pleta. Per exemple, 'EDF

és lineal de primer ordre amb coeficients

Demostrarem tot seguit que qualsevol EDF lineal de primer ordre ad-
met solucié general i, a més, en donarem explicitament I’expressié for-
mal en funcié dels coeficients py, 1 gx. A tal fi, resoldrem en primer lloc
I’EDF homogénia associada. El procés és semblant al dut a terme en
el cas de 'EDO lineal de primer ordre.

Resolucié de ’EDF lineal de primer ordre homogénia
Es tracta de trobar la solucié general de 'EDF
Ay + pr - ye = 0.
Com que
0=Ayk+pe Yk = Ye+1 — Yu) + i " Y& = Y1 — (1 — D) Y,
s’obté, com a equacié recurrent associada, 1’expressié

Yrr1 = (1 — k) Y-
Aixi doncs,
Yo = (I=pe1)¥1 =1 —=pr_1) (1 = pr—2) Yp—2) =
= (I—=pe1) (1 —pr2) (1 —pr—3)yp-3) = ...
En definitiva, la funcié discreta

Y = (1_pk—l)(l_pk—Q)"'<1_pO)y0: - (1—]93)3/0

[ary

©
Il
o

és la solucié general de 'EDF' lineal de primer ordre homogénia amb
parametre .

Resolucié de PEDF lineal de primer ordre completa

Per a resoldre la completa cal introduir el canvi de variable

Yk = Uk * Vg,
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en que uy és la solucié general de 'homogeénia associada, és a dir, que
Auk+pk-uk = 0.

Caldra, doncs, determinar la funcié discreta vg. Aplicant la férmula de
la diferéncia d’un producte, tenim que

G = Dy +pr-yr =D (ug-vp) +pr - (ug - vg) =
= (Aug - v + Upgr - Avg) + Dp - (U - Vi) =
(Aug + pr - ug) - Vg + Upyr - Dvg =

= 00 + Upqr - DV = Uppr - Dy,

d’on
Avy = lternati t - gl
Ugt1 - AV = g 0, alternativament, vg41 = v + u—
k+1

Aquesta equaci6 recurrent ens permetra trobar v,. En efecte, ja que

U = ka1+%= (Ukz-i- Qk_2) 4Dl
k

Uk—1 Uk
_ <Uk3 4 Qk—s) X qk—2 4 qk—1 —
Uk—2 Uk—1 Uk
hom dedueix que
k—1 g
V. = ’U0—|—@+"'+Qk_2+£:vo+z i =
Uy Uk -1 Uk —o dt+1

k—1
I |
=\ T - p)

s=0

Finalment, la soluci6 general de I’'EDF lineal de primer ordre completa
sera

k—1 k—1
Yp = uk'Uk:< (l—ps)uO) vy + tL =
s=0 t=0 (1= py)ug
s=0
k—1 k—1
= (1 —ps) | yo+ a , amb Yo = ug - Vg.
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Exemple 43 Trobeu la solucid general de I’EDF lineal de primer ordre
Ayp — k- yp = (E+ 1)L
Ja que els seus coeficients s6n
p=—k i g=(k+1),

tenim, aplicant la férmula anterior, que

k—1 k—1
Yp = (T=ps) | vo+ tL =
5=0 t=0 H (1—py)
s=0
k—1 k—1
= (14+s) | yo+ t<t U =
s=0 t=0 H (1 + S)

Aplicacié economica: equacié dinamica dels préstecs amb amor-
titzacié progressiva

Estudiarem I’equacié dinamica dels préstecs valorats sota un régim fi-
nancer d’interés compost a tant vengut. Considerem un préstec de n
termes i de nominal C, amortitzable periodicament, amb terme amor-
titzador

Qp = Ar + Y;"

en qué Y, és la quota d’interés i A, la quota de capital del perio-
de r-ésim. Provarem que si el préstec es valora en un régim financer
d’interés compost a tant efectiu periodic vengut [}, la resta R, pendent
d’amortitzar al final del periode r-ésim satisfa 'EDF lineal de primer
ordre

AR,y — It - Ry = —av.

Des d’un punt de vista financer, la resta pendent R, és igual a la resta
pendent del periode anterior, R, ;, menys la part del terme amor-
titzador «, del periode r-ésim destinada a la devolucié del nominal i
que és A,. En altres paraules, que

R.=R,_1—A,.
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Com que la quota d’interées és
Y, = I, Ry,

ja que es calcula sobre lal resta pendent del periode anterior, deduim
que

Rr = Rr—l - Ar = Rr—l - (057* - Y;*) = Rr—l —Qp + I]?/[ : Rr—l
d’on
Aerl - I]K/[ : erl = (Rr - erl) - 1]7{4 : erl = —Qp

com calia veure. La resoldrem tot seguit. Com que aquesta EDF és
lineal de primer ordre a coeficients

_ +1 _
Pr = _13\‘4 1 gr = —0Ohy1,

la seva solucié general sera

r—1 r—1
q
Beo= TTa=p) | Rt > | -
s=0 t=0 H (1 _ ps)
s=0
r—1 r—1

[
I
o
~+
Il
o
—~
—~
—_
+
~
<3
-
~—

T s

= T[a+5) | Ro-> | —
s=1 t=1 H(l"_ji/[)

s=1
En el cas particular del préstec amortitzable pel sistema frances, els

termes amortitzadors i el tants efectius periodics d’interés vencut sén
constants i iguals a

o =a 1 Iy =1Iy.
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Aixf doncs, aplicant la férmula anterior, deduim que

R, = 11[(1+I§4) RO—ZT: |-
s=1 t=1 H(l_’_lfw)
s=1
= [[a+n0) | B=> | ——||=
s=1 t=1 H(1+IM)

»
I
—

= (L+ 1) (RO_O‘ ; 1+IM )
— (1+IM) (R()_O('aﬂ[]u)7

en que
-

1 L—(1+1Iy)"
ar = =
[Tas tZZI: (1 + IM)t IM

és el valor actual d’una renda unitaria de r termes valorada a un intereés
compost efectiu vencut i periodic I;. Aquesta solucié general depén de
les restes pendents d’amortitzar inicial i final,

Ry=C i R,=0,
d’on
0=R,=1+1y)"(C—a-ag,) i Ry=C=a-amy,.
En conseqiiéncia, aplicant les férmules del calcul financer, s’obté

R, =(1+1y) (Oé CamL, T a?IIM) =@ dn—r

n— 7"|]1W

En altres paraules, que la resta pendent d’amortitzar al final del perio-
de r-ésim d’aquest tipus de préstecs és el valor en r dels n — r termes
amortitzadors que resten per pagar. Esquematicament,

Q
Q
Q

o =
o
[N}
~

A
~
=

. A
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EDF lineals de primer ordre a coeficients constants
L’EDF lineal de primer ordre a coeficients constants és del tipus

Ayp +p-yr =¢q, amb pi g constants.
Per exemple, 'EDF associada a l'interés compost,
AC, —1.01-Cy =0,
és d’aquest tipus amb coeficients
p=—-101 i ¢g=0.

Trobarem la soluci6 general de 'EDF lineal de primer ordre a coeficients
constants suposant que

p # 1,0.

Si apliquem la férmula que hem obtingut en I'apartat anterior amb
pe=p 1 G=gq

i la féormula de la suma d’una progressié geométrica de rad i primer

terme ﬁ obtenim que
k—1 k—1 .
Yo = (L—p) | yo+ — | | =
s=0 t=0 H (1-p)
s=0
k—1 1
= (1=p)"w+a- (—1) =

,; (1-p)"

= (1-p)"[w+a 1_<%> ~

—p
1
1_
Lk . A-p*|]_
= (1-p)" |p+4q "
. ooNE L (1—P)k—1
= (1-p)" % —q (—p )

En conseqiiéncia,
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és la soluci6 general de 'EDF lineal de primer ordre a coeficients cons-
tants p i ¢ i amb yy com a parametre. Fixem-nos que, si

q=20

yi seria el terme k-ésim d’una progressié geometrica de raé 1 — p i de
primer terme yy. Per un altre canté, si

p=20
I’EDF en qiiesti6 seria
Ayr=q, don yri1=yrtq
que és I’equacié recurrent associada a una progressié aritmeética de raé

q i de primer terme yo. Aixi doncs, la solucié general seria, en aquest
cas,

Yk =Y +k-q

Aixo posa de manifest que les progressions aritmétiques i geometriques
sén casos particulars d’EDF lineals de primer ordre a coeficients cons-
tants.

Exemple 44 Resoleu I’EDF

Ay + By, = 1.

Com que

1 = Aye+ By = (Y1 — Uk) + Yor1 = 201 — Y =
= 2Up+1 —2Uk + Uk =2 D Y + Yi,

tenim I’EDF lineal de primer ordre

1 1 ) 1
Ay + 5| =35 a coeficients constants p = ¢ = 3

Aixi doncs, aplicant la férmula que acabem d’obtenir, tindrem com a
solucié general I'expressié

ye=(1—p)" (yo—]%) +%: (%)k(yg—l)Jrl.
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Aplicacié econdmica: model de la teranyina

Suposem que la demanda D; d’un producte, en un periode qualsevol ¢,
depén linealment del seu preu d’equilibri p; en la forma

Dy =dy—d; - py

en qué dy i di sén constants positives diferents de zero, mentre que
loferta S; depén linealment del preu d’equilibri del perfode anterior en
la forma

St = 81 Pt—1 — S0

en que sg i s1 sén, també, constants positives diferents de zero. El model
de la teranyina estudia ’evolucié temporal d’aquest preu d’equilibri p;.
Ja que aquest preu és el preu d’equilibri del periode ¢, podem escriure
que

Dy =5;, don dy—dy pr=51-pi—1— 5o

S1 . So+d0
pt+<d1>pt1—< a4 )

Com podem comprovar, aquesta equacié recurrent estd associada a
I’EDF lineal de primer ordre

81+d1 So+d0
A —
pt+( & >pt ( a4 >

a coeficients constants

i, per tant, que

- S1 + d1 ; . So + do
Tenint en compte que
So + do . g
c S1 + dl P

és el preu d’equilibri del producte en el mercat estatic, deduim, aplicant
la féormula de la solucié general de 'EDF lineal de primer ordre a coe-
ficients constants, que

pr=(1-p) (po - ]%) = (—%)t (po — P.) + P,

p

amb el preu d’equilibri inicial py com a parametre. Aixi doncs, podem
estudiar I’evolucié temporal de p; analitzant el limit d’aquesta expressio
quan la variable temporal discreta ¢ creix indefinidament. Fixem-nos
que aquest limit dependra del preu d’equilibri inicial pgy, del preu P,
d’equilibri del mercat estatic i de la relacié entre les pendents s; i d; de
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les rectes oferta i demanda. Volem estudiar ara la relacié entre aquests
parametres que fan que el preu d’equilibri dinamic sigui estable a la
llarga. En primer lloc, fixem-nos que si

Po = P, e
és a dir, si el preu d’equilibri inicial coincideix amb el preu d’equilibri

del mercat estatic, el preu d’equilibri del producte en qualsevol periode
és constant igual a P, ja que

t
p= (—ﬂ) 0+ P. =P,
dy

En cas contrari, és a dir, quan els preus d’equilibri py i P. sén diferents,
tindriem que

+o00
lim p; = (—ﬂ> “(po — Fe) + P..

t—o0
Aquest limit existeix i val P, quan
s1 < dj
és a dir, quan la demanda decreix més rapidament que creix 1’oferta
a mesura que el preu d’equilibri augmenta. En conseqiiéncia, el preu
d’equilibri dinamic p; del model de la teranyina tendeix cap al preu
d’equilibri estatic P, quan

po =P, obé s <d.

En aquests casos, ’evolucié de p; i de la demanda D, i oferta S;, a
partir d’un preu incial py diferent de P,, seria, graficament

Do
St
D2 Sg
Sy A\ D,
Sy D,
pt
0 B RHA
D
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EDF lineals d’ordre superior a coeficients constants
Finalment estudiarem les EDF lineals d’ordre superior a coeficients
constants. En general, una EDF lineal d’ordre n a coeficients
constants és una equacié recurrent del tipus

Yktn + Qp1 - Ykgn—1 + -+ + a1 - Yps1 + ao - Y = b(k)

amb les constants reals ag,ai,..., a,_1 com a coeficients i la funcié
discreta b(k) com a terme independent. De manera semblant al cas de
les EDO lineals d’ordre superior, si

b(k) =0

I’EDF lineal d’ordre n s’anomena reduida o homogénia i, en cas con-
trari, completa. Per exemple, 'EDF

Y43 + Yky2 — 2y = k

és lineal de tercer ordre completa a coeficients constants i terme inde-
pendent
aa=1, ay =0, ap=-2 i b(k)==kF.

Per resoldre ’EDF lineal completa cal trobar, préviament, la solucié
general de la homogénia associada.

Resolucié de PEDF lineal d’ordre superior homogénia

Per aixo, cal considerar I’ equacio caracteristica associada a I’EDF lineal
d’ordre superior a coeficients constants que és ’equacié polinomica de
grau n en la variable A

Ny - NP da A+ ag=0.
Per exemple, ’equacié caracteristica associada a 'EDF anterior és
M+ —-2=0.

La solucié general de 'EDF lineal d’ordre superior a coeficients cons-
tants homogenia esta relacionada amb les arrels de la seva equacio
caracteristica. Com veurem tot seguit, el procés de resolucié és analeg
al cas de les EDO lineals d’ordre superior a coeficients constants.

Teorema 45 Donada una EDF lineal d’ordre n a coeficients reduida
tenim que

1. Si Ay és una arrel real simple de l’equacid caracteristica associa-
da, la funcio discreta

(Mo)"

és una solucio particular.
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2. 5i Ao és una arrel real de multiplicitat s de l’equacid caracteristica
associada, les s funcions discretes

Ao)" k- (Mo)* s B ()
son solucions particulars.
3. Si el nimero complex
=a+p-i, amb i=+/—1,

és una arrel simple de l’equacid caracteristica associada, les dues
funcions discretes

r=+va?+
r¥.sin (0k) i 7% cos(0k), amb
0 = arctan o

son solucions particulars.’
4. Si el nimero complex
M=a+ -1, amb i=+/—1,

és una arrel de multiplicitat s de l’equacid caracteristica associa-
da, les 2s funcions discretes

r* - sin (k) k- (r* -sin (0k)) , ...,k - (r* - sin (0k))

r* - cos (0k) k- (r* - cos (0k)) , ..., k""" - (r* - cos (0k))

son solucions particulars.

A més, la solucié general de U’EDF lineal d’ordre m a coeficients
constants homogeénia és una combinacio lineal de les n solucions
particulars associades a les arrels de la seva equacid caracteristica.

Exemple 46 Resoleu I’EDF
Yk+3 + Yoz — 2y = 0.
Com que que les arrels de I'equacié caracteristica associada
AN+ A —-2=0

sén
)\1:1, )\2:—1—|—Z i )\3:—1—i,

6y i @ sén, respectivament, el modul i Pargument de o + 3 - 4.
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la solucié general sera de la forma

yp = C1 - N¥ + Cy - 1% - sin (0k) + Cs - ¥ - cos (k)

amb
r=+ (—1)2 +12=4+/2 i 6= arctan (’Tl) = %'

Aixi doncs,
k
g = Cr+ (Ca-sin (32) + Cy - cos (%52)) (V2)

és la soluci6é general de 'EDF lineal de tercer ordre amb C, Cy i Cy
com a parametres.

Resolucié de PEDF lineal d’ordre superior completa

La solucié general d’aquesta EDF depén, com en el cas de les EDO, de
la solucié general de 'EDO reduida associada que acabem d’obtenir.
En efecte, la solucié general y;, de PEDF lineal d’ordre n a coeficients
constants completa s’obté sumant a una de les seves solucions particu-
lars y; la solucié general y;, de 'EDF lineal homogeénia associada. Aix{
doncs, sera de la forma

Yk = Yi + Yp-
La solucié particular y? de PEDF lineal completa que cal determinar
depén, per la seva banda, de la funcié discreta b(k). Igual que amb les

EDO lineals d’ordre superior a coeficients constants estudiarem el cas
en que b(k) és un polinomi en la variable k de la forma’

b(k) = by - k™ + by - K™ 4 by kDo

Es poden presentar dos casos en funcié de si la unitat és arrel o no
de lequacié caracteristica. Si no ho és, la solucié particular y; és un
polinomi del mateix grau que b(k) de la forma

U = o K™ A g KT A R g
isi ho és, y} és un polinomi del tipus
Yo = (b - K™ A g - K7 - R ) B

on s és la multiplicitat de ’arrel unitat de 1’equacié caracteristica.
Evidentment, els coeficients p; s’obtindran substituint y; en 'EDF li-
neal completa.

"Ja que una constant pot ser vista com un polinomi de grau zero, aquest cas
inclou també el de b (k) igual a constant.
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Exemple 47 Resoleu I’EDF lineal de segon ordre completa

Y3 + Ynr2 — 2yp = k.

Ja sabem per l’exemple anterior que la solucié general de 'EDF
homogenia associada és

k
Y= C1+ (Caosin (3) + Cy - cos (322)) (V2))
Com que el terme independent de ’EDF lineal és el polinomi
b(k) =k

i que 1 és arrel simple de ’equacié caracteristica associada, la solucié
particular ¢} sera de la forma

yr = (g -k +pag) k= py - K 4 pg - ke

Ja que aquesta funcié discreta y; ha de satisfer 'EDF lineal de segon
ordre completa

Yers tUka — 200 = K
1 tenint en compte que
Yivs = i U+ 3)" + pag (K +3) = () K + (6p1y + 1o) K+ (91 + 3ysg)
Ynro =t (B4 2)" + pig (k4 2) = (1) k> 4 (dpg + p1o) k4 (dpay + 2p10)

deduim que

k= Yris + Yoo — 2yp = (10p1) k + (1341 + 541
d’on, igualant coeficient a coeficient, s’obté el sistema d’equacions li-

neals

13
50

104, = 1

. 1 .
134, + 5y =0 [~ amb solucié ;= — 1 pg=

10

Aixi doncs, la solucié general de 'EDF lineal completa és, finalment,
. k k e k
= v+ = Crt(Cysin (355) + Cy-cos (55) (v2) +(15 - 45)

Aplicacié: el model de transmissié d’informacié de Shannon
Suposem que tenim un canal de comunicacié que emet missatges amb
un codi binari de sfmbols s; i so que triguen t; i 5 unitats temporals a
ser emesos.® Es tracta de determinar la funcié discreta N, que ens déna,
el niimero de missatges de durada t que podem emetre amb aquest codi.

8Pensem, per exemple, en el codi morse o en la transmissié de senyals digitals.
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Es clar que, en general, N, és igual a la suma del nimero de missatges
de durada t que acaben en s; més el nimero dels que ho fan en ss.
Com que el nimero de missatges de durada ¢ que acaben en s; és,
precisament, el nimero de missatges de durada ¢t — t; tenim que

Ny = Ni_yy + Ni—y,.

Si, com a hipotesi addicional, el simbol s, triga el doble de temps que
$1 en ser emes, és a dir, si
ty = 2t

i si escollim #; com a unitat temporal de referéncia, és a dir,
t1 =1,
s’obté 'EDF lineal de segon ordre a coeficients constants reduida
Ny = Ni_1+ Ny
En trobarem les solucions. Com que que el seu polinomi caracteristic

1+v5 . 1-5
5 L T

p2(A) = A =X —1 téperarrels \ =

la solucié general sera de la forma

1+\/5t -5\
e (255) v (155).

Com a conseqiiéncia del fet que

ja que no hi ha missatges de durada 0 i I'inic missatge de durada 1 és
s1, s’obté el sistema d’equacions lineals

0:N0=01~(1+—2V5>0+O2~(1—V5>0:01+C2

2

1=N, =C, - (1”5)1 O, (1%)1

2 2

que té per solucié

Aixf doncs, la solucié particular sera la successié de ntimeros reals’ de
terme general

N= <1+T\/5>t+ (—%) ' (l—f)t =7 (<H2\/g>t - <12ﬁ>t> '

9 Anomenada successié de Fibonacci.
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t
lim =0,
t—o0 2

hom dedueix que, a la llarga, els valors d’ /N, sén aproximadament iguals

a
t
N~ (L V5
= 5 .
Per exemple, el nombre de possibles missatges de durada 100 unitats
temporals seria gairebé igual a

1 <1+\/5

Ja que

120
Nigg ~ — - = 3.542248482 - 10%°.
100 \/g 2 >

Resulta que la constant

1+

= = 1.61803...

Yl

que apareix en la solucié general d’aquesta EDF és una de les constants
numeriques més versatils (la podem trobar en la programacié computa-
cional, la biologia, la fisica, la pintura, la demografia, I’arquitectura,
etc). Apuntem, com a curiositat, dues de les expressions equivalents
de ® que criden més I'atencié

1
\/1+\/1+\/1+\/1+---:<I>:1+ T
]_ -

+1—|— !
1+---

Val a dir, finalment, que algunes EDF no lineals es poden resoldre
transformant-les en lineals per mitja d’'un canvi de variable adequat.
Malauradament, aquesta estratégia de resolucié no és viable en la majo-
ria dels casos i les EDF no lineals s’han d’estudiar per vies alternatives
als procediments que hem vist.

Exercicis

1. Trobeu la soluci6 general de 'EDF

Yk—1

k= kE+yr_1
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aplicant el canvi de variable

1
Y = —-
Tk
Resoleu 'EDF
Y1 = Y + a®

en qué a és un parametre real qualsevol, i estudieu el valor de
limy . Y per a tot a.

. Estudieu 'EDF

Yk+2 + 20 Ypp1 + Yk = 1
pels valors del parametre a tals que a? < 1.

Trobeu la solucié general de 'EDF
Enyk =2 En_lyk
per a tot nombre natural n.

Sigui Ny el nombre d’'individus d’una determinada poblacié al
final de any k. Si la variable N, experimenta un increment
relatiu del 0.2 %,

(a) Proveu que la poblaci6 creix en progressié geomeétrica de raé
1.002 i calculeu el temps que cal esperar per doblar el tamany
inicial de la poblacié. Depén aquest temps del nombre inicial
d’individus? Raoneu la resposta.

(b) Doneu resposta a les qiiestions de I’apartat anterior suposant
que, a més, l'increment absolut de la poblacié ve disminuit
per un pérdua anual constant de 10 individus.

Suposem que al final de 'any £ la renda nacional és igual a
Ry, =Cy+ I, + Dy,

en qué C} és el consum intern, [j és la inversié privada induida i
Dy, és la despesa ptiblica generada. Si en k el consum intern és la
meitat de la renda nacional de ’any anterior, la inversié privada
induida és igual a % de I'increment que experimentara el consum
intern al final de 'any segiient i la despesa ptiblica generada és
igual a i de la de ’any anterior,

(a) Trobeu l'expressié de Dy en funcié de la despesa inicial Dy.
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(b) Plantegeu 'EDF que ens determina Ry en funcié de Dy.

(¢) Resoleu 'EDF anterior suposant que Dy = 2.

7. Una factoria produeix per vendre i mantenir un nivell optim
d’existencies en el seu magatzem de manera que, en un periode
k, la produccié per vendre v és exactament igual a la demanda
del perfode anterior i la produccié per emmagatzemar wy és la
diferéncia entre la demanda i la produccié per vendre del periode
k — 1. En aquestes condicions,

(a) Proveu que, en tot perfode k,

Wp = Avk_l.

(b) Si per condicionants de la produccié tenim que, en tot perio-
de k,

1
Wh = SV -+ 1000

plantegeu i resoleu 'EDF que ens permet trobar v, en funcié
de vy.

(c) Tenint en compte el que heu fet anteriorment, determineu
wy, en funcié de wy i demostreu que, independentment dels
valors de vy i wy, vg 1 Wy creixen continuament.

8. Segons una de les descripcions possibles que es pot fer del model
classic de creixement de la renda nacional de Harrod, la inversié
efectuada en tot periode, és a dir, l'estalvi, és proporcional a
la renda anticipada del periode segiient amb una constant de
proporcionalitat @ > 0 i la inversié desitjada pels empresaris
en tot perfode és igual al producte d’una constant 5 > 0 per
I'increment experimentat per la renda en aquest perfode. Si Ry,
Ay 1 I; designen, respectivament, la renda percebuda, 'estalvi
total i la inversié desitjada pels empresaris en un perfode t,

(a) Plantegeu I'EDF que satisfa la renda percebuda R; si les in-
versions desitjades sempre s’efectuen, és a dir, quan l'estalvi
és igual a la inversi6 desitjada.

(b) Resoleu aquesta EDF si a = 0.1 1 = 0.2 amb unes rendes
inicials de Ry =21 R; = 3.

(¢) Estudieu I’evolucié temporal de la renda percebuda sota les
hipotesis anteriors.
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9. Considerem el model macroeconomic segiient en qué la renda
nacional de 'any k, Ry, s’obté com a suma del consum intern CY
i de les inversions produides [y,

R, =C) + 1.

Com a hipotesis significatives del model tenim que, al final de
I’any k, el consum intern és proporcional a la renda nacional del
mateix perfode llevat d’una constant, és a dir, que

Cpr=c+m-Ry, amb 0<m<1 i ¢>0,

(m és la propensié marginal al consum) i que l'increment de la
renda nacional d'un any per ’altre és proporcional a la inversié
de I'any anterior, és a dir, que

AR,=r-Iy, amb r >0
com a factor de creixzement. En aquest context,

(a) Plantegeu i resoleu 'EDF que ens permet trobar Rj,.

(b) Estudieu l’evolucié temporal de Ry i justifiqueu el fet que
es tracta d’'un model dinamic de creixement continu de la
renda nacional.

10. S’atribueix a Fibonacci el primer model de creixement pobla-
cional. L’any 1220 escrivia: <”Imaginem que tenim una parella
de conills, mascle i femella, dins un tancat on poden niar i criar.
Suposem que els conills comencen a procrear als dos mesos del
seu naixement, engendrant una unica parella mascle-femella, i,
a partir d’aquest moment, una parella més al llarg dels mesos
segiients i amb les mateixes caracteristiques. Si cap d’aquestes
parelles mor, quants conills tindra el tancat al cap d’un any?>> En
aquests suposits, si denotem per p;. el nombre de parelles presents
al tancat en el mes k-ésim, per my el de parelles madures, per
el d’immadures i per ny el de parelles nascudes en aquest mes,

(a) Trobeu les equacions que lliguen les variables poblacionals
Pr, My, 1 1 N entre si.

(b) Proveu que les quatre variables anteriors satisfan la mateixa
EDF i resoleu-la per la variable py.

(¢) Tenint en compte els valors inicials de p; i ps, responeu a la

pregunta de Fibonacci.!”

10Com a curiositat, les parelles de conills ocuparien un volum superior al de
I’Univers observable al cap de 10 anys!



Apéndix A

El teorema fonamental de la
programacio convexa

Provarem el teorema fonamental de la programacié convexa per al cas
d’un programa canonic convex de maxim (per a un programa de minim
raonarfem de manera analoga). Abans, pero, escriurem les condicions
de Kuhn-Tucker a partir del vector gradient de la funcié objectiu i de
la matriu jacobiana de la funcié de restriccié. En efecte, si

y

0
L

és un optim del programa canodnic de maxim

max z= f(x)
sota g(x) <b
x>0,

que satisfa les hipotesis del teorema de Kuhn-Tucker, existira un vector
M
)\0
de manera que
1. Vf (xo) —Xo-Jyg (Io) <0,
129
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2. (Vf(xg) —Xo-Jg(xg),20) =0
3. g(zo) <b

4. ©g >0,

5. (g (o) — b, o) = 0

6. Ao > 0y,

La demostracié del teorema fonamental de la programacié convexa
depén basicament d’un teorema de caracteritzacié per a les funcions
convexes i concaves de tipus C?, d’un lema técnic,! i de les propietats
del producte escalar. El teorema de caracteritzacié ens diu el segiient.

Teorema 48 Si la funcio escalar
f:SCR" —R
és de tipus C? sobre un conjunt S obert i convex tenim que

1. f és convexa (concava) sobre S si i només si la matriu hessiana
Hf (z) és definida o semidefinida positiva (negativa) per a qual-
sevol punt x d’S.

2. Si la matriu hessiana Hf (x) és definida positiva (negativa) per
a qualsevol punt x de S, la funcié f és estrictament conveza
(concava) sobre S.

El lema técnic que necessitem per a la prova del teorema fonamental
de la programacié convexa afirma el segiient.

Lema 49 Si xy és un punt que satisfa les sis condicions de Kuhn-
Tucker d’un programa canonic convex de maxim, amb funcié objectiu
f () i funcié de restriccié g (x) de tipus C? sobre un domini conver i
obert, aleshores, per a tot punt factible x del programa, tenim que?

(Vf(xg),z—x0) < (N~ Jg(x0), 2 — x0) <O.

Veurem que, amb aquests dos resultats, la prova del teorema fona-
mental de la programacié convexa és directa a partir de la férmula de
Taylor associada a la funcié objectiu.

! Lema és el nom que hom déna a certs resultats intermedis que s’utilitzen en la
prova d’altres que reben propiament el nom de teoremes.
2Per a un programa canonic convex de minim les desigualtats canvien de sentit.
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Teorema 50 (Programacié convexa) Tot punt que satisfa les condi-
cions de Kuhn-Tucker associades a un programa convexr de maxim, amb
funcio objectiu i funcions de restriccid de tipus C* sobre un domini
obert 1 convex, és un optim global del programa.

Demostracié. Sigui xo un punt que satisfa les sis condicions de
Kuhn-Tucker d’un programa convex de maxim, amb funcié objectiu
f (z) i funcié de restriccié g de tipus C? sobre un domini obert i convex.
A causa precisament a que f és de tipus C? sobre un domini convex,
f admet férmula de Taylor de manera que, per a tot punt factible z,
existeix un altre punt factible ¢ tal que

£ () = (20) + (¥ f (w0) 2 = 20 + 5 - (2 = w0)' - L (0) - (2 = o).

Tenint en compte que el programa de maxim és convex, la funcié objec-
tiu f és concava sobre el conjunt factible la qual cosa ens assegura, pel
teorema de caracteritzacié que hem enunciat més amunt, que la matriu
hessiana H f (c) és definida o semidefinida negativa i, en particular, que

S (@ —a) (o) (x—w0) <0

i que, amb ’anterior,
f(x) < f(xo) +(V[f(20), 2 — o).

Per una altra banda, i atés que pel lema técnic tenim, en particular,
que
(Vf(x0),2 —mo) <0,

hom dedueix, finalment, que per a tot punt factible x
[ (@) < fmo) + (V[ (20), 2 — ) < [ (o).

En altres paraules, que el punt zy maximitza f sobre el conjunt factible
associat al programa, és a dir, que xy és un optim global.® m

3Cal fer notar que les sis condicions de Kuhn-Tucker sén necessaries per a
demostrar el lema técnic que hem emprat en aquesta prova.
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Apéndix B

El teorema fonamental de la
programacio lineal

Per demostrar aquest teorema necessitem endinsar-nos una mica en
Ianalisi convexa. Comencarem introduint els conceptes de politop i
poliedre de R" : diem que un subconjunt P de R" és un politop si es
pot expressar com a interseccié finita no buida de semiespais tancats

del tipus
S = {(xl,...,xn) e R": Zaixi < a}

1=1

S = {(xl,...,mn) ER”:Zaixi Za}.

=1

Si, a més, P és acotat hom diu que és un poliedre de R”. Es evident que
el conjunt factible associat a un programa lineal és sempre un politop.
Cal destacar ara una classe especial de punts dels politops, els vértexs:
un punt v d’un politop P de R"™ és un wvérter si no pertany a cap
dels segments formats per la resta de punts de P (pot provar-se que la
definicié de vértex que acabem de donar és equivalent a la definicié que
hem utilitzat 'inici del segon capitol). Cal fer notar que encara que
no tots els politops tenen necessariament vertexs, els poliedres si. Un
altre concepte que necessitem és el de combinacio lineal convexa que no
és més que una generalitzacié de la de segment entre dos punts: hom
diu que el punt x de R™ és una combinacio lineal convera dels punts
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1, - - -, Pr de R™ si existeixen uns escalars Ay, ..., \; de R tals que
k k
=3 N-pi, amb A, A >0 1 Y N=1
i=1 i=1

El resultat que donem tot seguit sense demostracio, i que hem de me-
nester per provar el teorema fonamental de la programacié lineal, ca-
racteritza els poliedres a partir dels seus vertexs.

Teorema 51 Tot poliedre coincideix amb el conjunt format per les
combinacions lineals converes dels seus vertexs.

Demostrarem el teorema fonamental de la programacié lineal per a
un programa de maxim' acotat, és a dir, per a un programa lineal que
té com a conjunt factible associat un poliedre. El cas general és més
complicat i nosaltres no el veurem.

Teorema 52 (programacio lineal ) Siun programa lineal de mazim
té optim finit, un dels verters del conjunt factible associat és optim
global i, a més, qualsevol punt que pertanyi al segment que tingui per
extrems dos optims globals també és un optim global.

Demostracié. Suposarem al llarg de la prova que el conjunt
factible associat és acotat, és a dir, que és un poliedre. Aixi doncs,
i aplicant el teorema de caracteritzacié per a poliedres enunciat més
amunt, tenim que tot punt factible x del programa es pot expressar

com a combinacié lineal convexa dels vertexs vy, ..., v, del conjunt
factible. Per tant, existiran uns escalars \q, ..., \; tals que
k k
r=>Y N-v, amb A, A0 1 Y N=1
i=1 i=1

Sigui ara v, el vertex que pren el valor més gran per la funcié objectiu
f. Si provem que

f(x) < f(vp)
haurem vist que v, és un optim del programa ja que x denota qualsevol
punt factible. En efecte, com a conseqiiéncia de la linealitat de f, de
I'eleccié particular de v, i del fet de que els escalars Aq,..., \; sén
positius i sumen la unitat, deduim que

fx) = f(Z)\i'Uz):Z)\i'f(vi)ﬁz)\i'f(vp):
= (Z)\z)'f(Up):l'f<Up):f(Up>'

IPer al cas de minim raonarfem de manera analoga.
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En altres paraules, que el vertex v, és un maxim global del programa
lineal. Finalment, el teorema local-global ens assegura que qualsevol
punt del segment que tingui per extrems dos maxims globals també
sera un maxim global m

Aixi doncs, com a conseqiiéncia directa del teorema fonamental de
la programacio lineal tenim el corol-lari segiient.?

Corol.lary 53 Siun programa lineal té un nic optim finit, necessaria-
ment ’ha de de tenir en un vértex del conjunt factible associat.

2 Corol-lari és el nom donat a certs resultats que es desprenen immediatament
d’altres més generals que reben propiament el nom de teoremes.
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Apéndix C

Analisi qualitativa d’una EDO
de primer ordre

Els métodes de resolucié que ens permeten trobar les solucions generals
de les EDO de primer ordre més importants no funcionen si algunes
de les primitives que apareixen en el procés de resolucié no es poden
calcular. També pot passar que no existeixi cap metode de resolucié
propiament dit (aixo és precisament el que succeeix molt sovint amb
les EDO no lineals). En aquests casos, i sota certes restriccions, es
pot dur a terme el que s’anomena una analisi qualitativa de 'EDO.
Aquesta analisi consisteix, basicament, en estudiar el comportament
de les solucions d’'una EDO a partir de la informacié proporcionada
per 'estructura de la equacié mateixa. Per dur a terme ’analisi quali-
tativa d’'una EDO de primer ordre necessitem introduir algunes nocions
basiques de dinamica de sistemes. Sigui

una EDO de primer ordre en les variables ¢ i x (¢), i de la qual no es
coneix la seva soluci6 general (suposarem, per facilitar la comprensié del
que segueix, que ¢ representa la variable temporal). En concret, volem
estudiar el limit temporal de les solucions particulars associades quan
t creix indefinidament. Aquest estudi comenca amb la representacié
grafica de f (x) sobre el sistema de referéncia donat per les variables
x(t)ia' (t). Com a cas il-lustratiu, considerem l’esquema
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()

()
/'l'l K
f@
Aix{ doncs, s’anomena diagrama de fase de 'TEDO

o) =20 )

a la grafica de f (z) en el sistema de referéncia associat a les variables
x 1 x'. Per un altre canté, diem que ¢ és un punt d’equilibri de ’TEDO
si

Finalment, hom diu que un punt d’equilibri zy de 'EDO és estable si

lim x (t) = o

t—o00
per a les solucions particulars z () de 'EDO properes a xg, i inestable
en cas contrari. En el grafic anterior, els punts x; i x5 sén els dos
tnics punts d’equilibri de PEDO ja que s’obtenen de la interseccié de
la grafica de f (z) amb I'eix d’abcisses. Un cop establert el diagrama de
fase de ’EDO i coneguts els punts d’equilibri associats, el pas segiient
consisteix en determinar graficament el caracter d’ aquests punts, és
a dir, si sén estables o inestables. En el nostre cas, i com que en el
primer quadrant del diagrama de fase la derivada temporal de z (t) és
positiva, z (t) és creixent respecte t. Conseqiientment, i a mesura que
t augmenta, x (t) es moura d’esquerra a dreta per l'eix d’abcisses del
diagrama de fase entre x; i 9. Graficament,

'

J@

Analogament, i tenint en compte que en el quart quadrant del diagrama
de fase la derivada temporal de z (t) és negativa, x (t) és decreixent res-
pecte de t. Aixi doncs, a mesura que ¢ augmenta, x (t) es mou ara de
dreta a esquerra per 'eix d’abcisses a I'esquerra d’z; i a la dreta d’x,.
Graficament,
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Finalment, i combinant ambdés grafics, s’obté el diagrama de fase tem-
poral

)

f@

Aquest esquema ens diu que 'EDO té un punt d’equilibri inestable
en x; i un punt d’equilibri estable en z,. Com a aplicacié economica
de T'anterior, analitzarem el model de produccié6 d’R. M. Solow que
estudia la relacié entre els inputs capital K i treball L associats a una
funcié de produccié

Q=Q(K,L)
amb rendiments a escala constants (homogeénia de grau 1), i en qué K
i L s6n variables que depenen funcionalment del temps ¢. Les hipotesis
economiques del model sén, basicament, que la inversio es realitza en
proporcié constant al llarg del temps de manera que

dK
=S Q(K,L), amb 0<s<1 (propensid marginal a l’estalvi)

i que la forca de treball creix exponencialment en la forma
L=Ly-e*, amb \>0 (tava de creizement).

Solow estava interessat en les conseqiiéncies economiques que puguessin
desprendre’s de ’evolucié temporal de la variable relacional

que satisfa 'EDO de primer ordre

azs-go(x)—)\-x, on ¢(zr)=Q(x,1) 1 s,A>0.

El problema es troba en el fet que, en molts casos, aquesta EDO no es
pot resoldre analiticament ja que la funcié ¢ (x) adopta una expressié
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que no permet integrar-la pels métodes habituals. En aquesta tessitura,
i com veurem tot seguit, es pot estudiar I'evolucié temporal de z (t) a
partir de l'analisi qualitativa. En el cas que ens ocupa, i com que
la funcié ¢ (z) que apareix en PEDO del model de Solow és sempre
coneguda, també ho és la funcié

f@)=s-p(@)=A-z

Es evident que lanalisi qualitativa dependra del tipus de funcié o (x).
Si, per exemple, ¢ (x) fos una funcié continua i derivable, creixent i
concava, el diagrama de fase de 'EDO del model de Solow podria ser
de la forma

()

f@)

En aquest cas, el punt d’equilibri zq que anul-la la funcié f(x), és
a dir, 'arrel de 'equacié

s-o(r)=A-xz=0

és estable per a qualsevol solucié particular de P’EDO. En altres pa-
raules, que la relacié entre el capital K i el treball L tendeix a la llarga
cap el valor xy independentment dels valors inicials que puguin prendre
aquests dos factors de produccié. Com veiem, podem estudiar el com-
portament de les solucions particulars d’algunes EDO sense resoldre-les
necessariament.



Apéndix D

Les EDF 1 la teoria del caos

Com a exemple d’EDF no lineal que no es pot resoldre analiticament,
estudiarem la corba logistica. Aquesta EDF va ser introduida pel bioleg
R. May (1976)" amb I'objecte d’esbrinar la dinamica evolutiva de certes
poblacions d’insectes en ecosistemes tancats. Si la variable discreta p,
representa el nimero d’individus d’una d’aquestes poblacions al final
de 'any n i la constant positiva L denota la el limit poblacional maxim,
May conjectura que

Pni1 =k -pp-(L—p,), amb k>0 com a parametre.

Fent

s’obté finalment ’EDF no lineal de primer ordre
Tn+1 :Fu(xn) :;L-:L’n-(l—ITJ

anomenada corba logistica, que depen del parametre 1 i en qué la varia-
ble discreta x,, denota tants per cent poblacionals.? Doncs bé, resulta
que aquesta EDF no té solucié general per a cap valor de . Per tant, si
el que es vol és estudiar ’evolucié temporal de la poblacié en funcié del

ISembla ser que un altre cientific interessat en la matematica del creixement
demografic, P. F. Verhulst, ja la va considerar el 1845!

2Per exempel, si x5 fos igual a 0.7 aixo voldria dir que la poblacié d’insectes esta
al 70% de la capacitat maxima que l’ecosistema pot suportar al final del cinque
any.
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parametre p, caldra abordar el problema des d’una altra perspectiva.
Per comencar, s6n necessaries unes quantes nocions de caracter general.
El punt de partida és una EDF de primer ordre del tipus

Tpt+1 = f (xn>
en qué f (x) és una funcié real de variable real de la forma
f:A — A amb ACR.

Aquestes EDF s’anomenen sistemes dinamics discrets unidimensionals
(SDU, per abreujar) i la funcié f (x) és la llei d’evolucié del SDU. La
corba logistica n’és un exemple; en aquest cas, la llei d’evolucié és la
parabola

F,(x)=px(1—x)=(—p)a®+ px, amb A=10,1].

El fet de que F}, (x) prengui valors entre 01 1 condiciona els del parame-
tre p. En el nostre cas,
0<pu<4

Donat un SDU i un punt zy de A, definim I’orbita d’zy com el conjunt
format per les seves imatges successives per f,

O+($0) = {anf@jO)7f2(330)7"'7fn(x0)7"'}:

= {xg,z1,%9,...,Tpn,...}.
Per exemple, respecte de la corba logistica, 1’orbita del punt
o =03, pera u=2,

seria

07 (0.3)
0.3
0.42
0.4872
0.49967232
0.4999997853
0.5
0.5

SO O W~ O3

Per una altra banda, i donada una funcié real de variable real del tipus
f:A — A amb ACR,
diem que un punt p de A és un punt fix de f si
fp)=p
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Per exemple, els punts fixos de la corba logistica s’obtenen plantejant
I’equacié de segon grau

v =F,(x) = (~p) 2* + pa

que depén del parametre u. Aquesta equacié té per solucions

-1
po=0, peratot 0<pu<4 i pM:'u—, peratot 1 <pu<4.
1
Graficament,
1
F ()
s
) I
0 pu 1

Notem, per exemple, que el punt 0.5 és un punt fix de F5 ja que

21
pr="5— =05

En canvi, 'tinic punt fix de Fjyg seria 'origen de coordenades ja que
pw=0.8<1.

Aix{ mateix, i per a tot nombre natural m, diem que p és un punt
m-pertodic de
f:A — A amb ACR,
si
fm(p)=p i f¥(p)#p, peratot k<m.

La determinacié dels punts m-periodics és més complicada que la dels
punts fixos. De fet, per trobar els punts 2-periodics, cal resoldre
I’equacié

x=F.(z)=F,(F,(2)) =p*x (1 —2) (1 — pz + pa®)

que té per solucions

w—1 p+1) £/ (p+1)(p—3
p0:0’ p“:T 1 qlﬂq;/,:< ) \/élu )( )

Graficament,
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Com que que 0 i p, sén punts fixos, g, i qL sén els dos tnics punts
2-periodics per a valors de y superiors a 3. Aixo vol dir que, en particu-
lar, la funcié F3 no té punts 2-periodics. El calcul dels punts 3-periodics,
4-periodics, etc., és encara més laboriés. Finalment, s’anomena atrac-
tor d'un SDU al conjunt format pels punts fixos o m-periodics de la
seva llei d’evolucié cap a on tendeixen les orbites associades. Els ele-
ments d’un atractor son els punts atractors. La nocié d’atractor sera
clau en el nostre estudi. Amb aquests conceptes es poden determi-
nar, amb cert detall, els atractors de la corba logistica en funcié del
parametre poblacional y. D’entrada es pot demostrar que si

(@) 0<pu<1

aleshores el punt fix

po=0
és 'inic punt atractor de la corba logistica. Aix{ doncs, la poblacié
tendeix cap a l'extincié per a aquests valors de p. En canvi, si

() 1<pu<3

llavors el punt fix

és I'inic punt atractor de la corba logistica. Notem que el tant per
cent poblacional tendeix ara a estabilitzar-se al voltant del valor p,,.
Per exemple, el punt atractor de la corba logistica per a

w=2 és py=0.5.

Aixo vol dir que, independentment de la grandaria inicial, la poblacié
d’insectes de I’ecosistema arribara amb el pas del temps al 50 % de la
seva capacitat maxima. Per a valors de ; més grans, el problema es més

3Fixem-nos que el parametre p ha de ser més gran que 3 si volem que qp i qL
siguin nombres reals.
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delicat. Vegem-ne uns quants casos. Pot demostrar-se, per exemple,
que per a
(¢) p=32

I’atractor esta format pels 2 punts 2-periodics
g32 = 0.7994555 i ¢4, = 0.5130445.

En aquest cas, el tant per cent poblacional oscil-la a la llarga entre
aquests dos valors. Per exemple, I'orbita del punt 0.1 seria

n Ot (0.1)
0 0.1

1 0.288

2

0.656179

31 0.5130445
32 0.7994555
33 0.5130445
34 0.7994555

En altres paraules, si la poblacié inicial esta a un 10 % de la seva
capacitat maxima, a la llarga ocupara un 80 % de ’ecosistema en anys
parells i baixara a un 51.3 % en anys imparells. En canvi, per a

(d) =35
latractor esta format per 22 punts 22-periodics i per a
(e) p=3.56

per 23 punts 23-periodics. A partir d’aquest valor de pu, el nombre
de punts periodics del atractor, aixi com el seu perfode, es duplica
progressivament fins arribar al valor lfmit*

Moo = 3.56992456...

en qué el nombre de punts periodics de I'atractor és infinit. Aquest
comportament que acabem de descriure (i que rep el nom de duplicacié
del periode) obliga que el tant per cent poblacional, a mesura que
i creix, oscil-li de manera progressiva entre un nombre cada vegada
més gran de punts atractors i fa que el seu valor sigui, en la practica,
impredictible. Per a valors de p superiors a p.,, la complexitat de
I’atractor pot augmentar encara més fins arribar al valor limit

(f) n=4

4Es I'anomenada constant de Feigenbaum.
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en queé l'atractor pren el seu maxim grau de complexitat (hi trobem
punts atractors de qualsevol periodicitat i, per tant, el tant per cent
poblacional pot prendre una infinitat de valors en el decurs de la seva
evoluci6). En aquest cas hom diu que la corba logistica és un SDU
caotic i que el seu atractor és un atractor caotic. Una de les propie-
tats més importants d’ aquests SDU és I'anomenada sensibilitat a les
condicions inicials (que també es coneix amb el nom d’efecte papallo-
na). Aquesta propietat ens assegura que les orbites de punts tant
propers com es vulgui es diferencien progressivament a mesura que el
nombre de perfodes n augmenta. Per exemple, les orbites dels punts

ro=0.1 1 a5 =0.10001

son totalment diferents a partir del desé¢ any. Graficament,

T

O (o)

n

0 10 20 30 40 50

En aquest cas és del tot impossible predir el que fara la poblacié
d’insectes a la llarga. Ens trobem enfront d’una situacié certament
paradoxal: coneixem la llei d’evolucié poblacional, la corba logistica,
pero en la practica no podem utilitzar-la per determinar el tant per
cent poblacional a partir d’'un cert nombre d’anys. Com a aplicacié
economica’ de ’anterior, considererem I’'SDU

pt+l e p?‘ . e/g(pE_pt)’ amb o 2 1 1 B 2 O’

que relaciona el preu de mercat p; d’una accié en el periode ¢t amb el
del periode segiient, i en qué pg és el seu preu d’equilibri (el preu p; vol
reflexar les tensions entre operadors chartistes i fonamentalistes). Re-
sulta que aquest SDU pot ser caodtic per a certs valors dels parametres
a, B 1 pg. En efecte, si fixem els valors

=11 pg=2

es pot provar que, a mesura que « creix, apareix el fenomen de la
duplicacio del periode. La taula segiient ens mostra el nombre de punts

SVeure A. Ferndndez Diaz. Caos y mercados de capitales: una introduccion.
Madrid: CEURA, 1994.
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atractors en funcié d’alguns valors del parametre «,

« Punts atractors
1.25 1 punt fix

2 2 punts 2-periodics
2.4 22 punts 2-periodics
2.48 | 23 punts 23-periodics

2.8 oo punts periodics

Com veiem, per a
a = 2.8,

I’SDU és caotic. Caldria fer, finalment, dos comentaris importants
relacionats amb els SDU caotics: primer, que la raé del comportament
tan erratic que mostren les orbites té a veure més aviat amb la no
linealitat de la llei d’evolucié que no pas amb la preséncia d’un gran
nombre de variables (de fet, els SDU només hi tenen una); i segon, que
la duplicacié del perfode en un SDU ens diu que pot evolucionar cap
al caos (n’hi han molts exemples interessants en aquest sentit associats
a fenomens reals). Val a dir que la teoria del caos que, entre d’altres,
estudia les EDF no lineals des de la perspectiva dels atractors esta
tenint un gran impacte en I’ambit de la ciéncia economica i empresarial.
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Index analitic

coeficients de desplacament, 38
conjunt factible, 9
constants de restriccio, 7

EDF lineal d’ordre superior a co-
eficients constants, 120

EDF lineal de primer ordre, 110

EDF lineal de primer ordre a co-
eficients constants, 116

EDO de Bernouilli, 88

EDO de primer ordre, 81

EDO de variables separables, 83

EDO de variables separades, 82

EDO lineal d’ordre superior a
coeficients constants, 91

EDO lineal de primer ordre, 86

element pivot, 45

equacié caracteristica associada
a una EDF, 120

equacié caracterfstica associada
a una EDO, 91

equacié diferencial ordinaria, 79

equacio en diferéncies finites, 109

equacio recurrent, 109

estructura basica d'un programa
lineal, 61

formulacié matricial canonica, 33

formulacié matricial estandard,
35

funcié de restriccid, 7

funcié discreta, 105

funcié objectiu, 7

matriu basica, 37
multiplicadors de Kuhn-Tucker,
12

150

operador discret diferéncia, 106
operador discret segiient, 106
operadors discrets successius, 106
optim finit d’un programa, 10
optim infinit d’un programa, 10

preu ombra, 23

programa canonic, 7
programa convex, 14
programa factible, 9

programa lineal, 31

programa lineal dual, 58
programa lineal primal, 58
programa quadratic, 16

punt factible d’un programa, 9

restriccié saturada, 10

soluci6 basica factible (SBF), 38
solucié general d'una EDF, 110
soluci6 general d’'una EDO, 80
solucié particular d’'una EDF', 110
solucié particular d’'una EDO, 80

taula final, 47

taula inicial, 42

teorema de Kuhn-Tucker, 11

teorema de Weierstrass, 9

teorema fonamental de la pro-
gramacio convexa, 14

teorema local-global, 9

vertex del conjunt factible, 33

valor optim d’un programa, 10

variables basiques, 38

variables de separacié d'un pro-
grama, 35

variables instrumentals, 7



