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Abstract 
A semigroup is called an epigroup if for any element in this semigroup some power of the element 
lies in the maximal subgroup of the given semigroup. In this paper two variants of definitions of 
blocks of semigroups are given and we prove that two of them turn out to coincide in the case of 
epigroups. We also offer the third definition of blocks of epigroups and show that if blocks of epi-
groups are subsemigroups, then this definition is equivalent to the other two. 
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摘  要 

完全π-正则半群是其所含任意元的某个幂属于其最大子群的半群。论文给出了两个不同形式的半群分块
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的定义，证明当所给半群为完全π-正则半群时这两个定义是等价的。论文还提供了分块的第三个定义，

证明当分块为子半群时，完全π-正则半群的第三个分块定义与前两者等价。 
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完全π-正则半群，分块，正则 -类 

 
 

1. 引言与预备知识 

完全 π-正则半群 S 是其所含任意元 x 的某个幂 nx (n 为正整数)属于其最大子群 xG 的半群。包含元 x
的最大子群的单位元记作 xω。易知 xx x xω ω= 且 x xω 是 xG 中的群元，其在 xG 中的群逆元记 x ，映射 x x→

称作是 S 上的伪逆运算。Shevrin 的文献[1] [2]致力于完全 π-正则半群的结构性理论研究(也见[3])。特别

地，完全 π-正则半群可以看作是伪逆运算为一元运算的一元半群。把完全 π-正则半群看作是一元半群的

思想最早在文献[1]提出，该方法表现在以下三个方面：提出问题，所讨论问题的结果陈述以及适当采取

应用技巧。之后这种思想在后来的相关文献得到了新的发展，如文献[4]-[8]就采取这些方法研究该类半群。 
半群分块的术语最早是定义在有限 0-单半群上，见 Graham [9]。而研究较早而且研究充分的是关于

有限半群的分块为群的结果，具体内容参见文献[10] [11]或参考书目[12] [13]的相关章节。需要指出的是，

上述文献用不同的方式定义了有限半群的分块。本文第 2 节，我们将把文献[11] [14]中的两个不同的有限

半群上的分块定义推广到完全 π-正则半群(甚至一般半群上)，证明了在完全 π-正则半群情形下两个定义

的等价性。最后在第 3 节，我们特别提到文献[12]分块的定义，指出并证明在特殊情况下，即分块为子半

群的情形下，该定义和上述文献中的定义等价。 
本文所用半群记号和术语详见参考文献[15]-[19]。下面给出本文需要的一些预备知识。 
设 a 为半群 S 的一个元，元 a S′∈ 称为 a 在 S 中的逆元，若 ,  aa a a a aa a′ ′ ′ ′= = 。元 a 在 S 中的逆元

之集记为 ( )V a 。半群 S 称为正则的，若 S 中的任一元都存在逆元。若 2a a= ，称 a 是 S 中的幂等元。若

a 属于 S 的一个子群，则称 a 是 S 中的群元。设 A 是 S 的子集，属于 A 的幂等元之集记为 AE ，而属于 A
的群元之集记为 ( )Gr A 。由 S 的子集 A 生成的 S 的子半群记为 A 。设 A 与 B 为半群 S 的两个子集，集

合{ }:x A x B∈ ∉ 记为 \A B 。假设 A 为半群 S 的一个理想(即 ,  AS A SA A⊆ ⊆ )，则 S A 表示半群 S 的 Rees
商。 

, , ,   和表示半群 S 上的 Green 关系，包含元 a 的 -类记作 aL ，类似可记 , ,a a aJ R H 及 aD 。

如果 U 为半群 S 的子半群，则对 { }, , , ,∈      ， U 表示 U 中的 Green 关系，从而我们有记号 

{ }:U U
aK u U a u= ∈  。 

称半群 S 的 -类 D 为正则的，若 D 中至少包含一个幂等元；此时 D 中任一元都是正则的。 
下面重要的“定位”结果在后文中将会用到，来自([19]，命题 2.3.7)。 
引理 1.1：令 a，b 是半群 S 的一个 -类 D 中的元。则 a bab R L∈  当且仅当 a bL R 包含一个幂等元。 
下述引理中的(i)~(iii)显然是([16]，定理 6.45)的推论，在([17]，引理 2.2)中有提及。 
引理 1.2：令 S 为一完全 π-正则半群。则 
(i) = ； 
(ii) 对 1,  a S x S∈ ∈ ，若 a xa ，则 a xa ； 
(iii) 对 1,  a S y S∈ ∈ ，若 a ay ，则 a ay 。 
令 D 为半群 S 的 -类。称凭借集合 0T D= ，0 为零元，为 D 的迹，其运算*如下定义：对任意 ,a b D∈ ， 
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,   
0,       

a bab ab R L
a b

∈
∗ = 



若 ，

否则。
 

如果 S 为完全 π-正则半群，则由引理 1.2, 0T D= 上的运算*可如下定义：对任意 ,a b D∈ ， 

,   
0,       
ab ab D

a b
∈

∗ = 


若 ，

否则。
 

下面的引理来自([17]，引理 II.2.5；命题 II.4.8)。 
引理 1.3：令 D 为半群 S 的一个正则 -类， 0T D= 为 D 的迹。 
(i) T 的非零 -类为 S 的包含于 D 的非零 -类； 
(ii) T 的非零 -类为 S 的包含于 D 的非零 -类； 
(iii) T 为完全 0-单半群。 

2. 分块的两个定义及等价性证明 

2.1. 分块的两个定义 

下列命题来自([11]，定理 3.1)，在该文献中，分块是定义在有限 0-单半群上，这儿同样可以证明该

结论对一般的完全 0-单半群也成立。 
命题 2.1：令 0S 为完全 0-单半群， GrT S= 。则 T 的正则 -类 iB ( i I∈ )，称为 0S 的分块，并具有

如下性质： 
(i) 对任意 ( ), Gr 0i i ii I B B B∈ = ⊆  ； 
(ii) 对任意 , 0i j j ii j B B B B= = =/ ； 

(iii) 对任意 2\ , 0i
i I

s S B s
∈

 
∈ = 

 


。 

定义 2.1：令 D 为半群 S 的正则 -类，则由引理 1.3，D 的迹 0D 为完全 0-单半群。从而我们定义 0D
的分块为半群 S 的分块。 

定义 2.1'：在上述定义中，如果不通过中介 0D ，我们也称半群 ( )GrT D= 的正则 -类 B 为 D 的

分块，并对 S 的分块 B 定义其商半群 B′： 

( )
,                       

\ ,   

B B B
B

B B B

 =′ = 


若 ，

其他。
 

显然，如果 B B= ，则 B 是 S 的分块，否则 B 的迹 0B B′≅ 是 S 的分块，为完全 0-单半群。本文对

B B′, 不加区分(实际上，除了零元，二者具有同一凭借集合)，都称为 S 的分块。 
Moura(见文献[14])也给出了有限半群 S 的分块的定义。下面我们叙述该定义，并且去掉该文献中有

限半群条件的限制，推广到一般半群上。 
令 S 为一半群，D 为 S 的正则 -类。如下定义 ( )Gr D 上的等价关系“~”： 
a b∼ 当且仅当存在幂等元链 0 1 1, , , ,n ne e e e− 使得 0 , na e b e  ， ( ) 1i ie e −∪  ， 1,2, ,i n=  。 
包含元 g 的~类记作 g∼ ，根据该定义显然有 ( )Grg gD∼ ⊆ 。 
定义 2.2：设 D 为半群 S 的一个正则 -类，由 D 中的一个 ∼类生成的子半群模不属于 D 的元构成

的理想，得到的 Rees 商称为 D 的分块。而 S 的所有正则 -类的分块称作 S 的分块。 

2.2. 定义 2.1 和定义 2.2 的等价性的证明 

注意到对任意 , Se f E∈ ， 
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, ; ,e f ef e fe f e f ef f fe e⇔ = = ⇔ = =  ， 

并且 ( )Gre eH D⊆ ，蕴含 eH 是 ( )Gr eD 的子群。从而若 a b∼ ，则 Gr( )aDa b 。这样我们可得如下结论。 
引理 2.1：设 D 为半群 S 的一个正则 -类， ( )GrT D= 。对于 ( ), Gra b D∈ ，如果 a b∼ ，则 ( ) T,a b ∈ 。 
回到完全 π-正则半群的情形，下面的定理显然给出两个定义的一致性。首先注意到分块 B 是

( )GrT D= 的一个正则 -类，则由([19]，命题 2.3.2)， BE = ∅/ 。 
定理 2.1：设 D 为完全 π-正则半群 S 的一个正则 -类，并记 ( )GrT D= 。则对于 T 的正则 -类 B

以及 ( )e E B∈ ，有 eB D D= ∼  。 
证明：由分块的定义， T

eB D= ，其中 Se E∈ 。任取 x B∈ ，因为 ( )GrB T D⊆ = ，则形式上 1 2 ,nx y y y= 

其中 ( )Gr ,  1, 2, ,ky D k n∈ =  。再取 ( )y V x B∈  (注意到 B 正则，则 ( )V x B∩ =∅/ )。记 

1 1 1 ,, 2 , ,k k k n kx y y y yy y k n+= =   。 

显然 1 2 nx x x x=  ，且 T T
1 1k k k n k k nx x y y y y y yx x+ +=   ，这是因为 

1 1 1 1

1 2 1 1

,
.

k k k n k k k n k

k k k n

x y y y y y y y y y yx yy y
x xyx y y y y y y yx

+ +

− +

= ⋅ ⋅ = ⋅

= = ⋅

   

 

 

于是， T
kx x ，即 kx B D∈ ⊆ 。另一方面， ky D∈ ，即 S

k ky x ，则由引理 1.2 

1 1k k k k n k ky x y y y yy y y+=    ， 

这样 k kx y 。易见 ( )Grkx D∈  (既然 ( )Gr
kyH D⊆ ，并且

kyH 是 D 中的子群)，从而 T
k kx y 。现在

( )Grkx B∈ , 1, 2, ,k n=  。这样由引理 1.2，元 1 2 1 2,k k k n kx y y y yy y y+ +   和 1kx + 落入如下图所示的
kxD 的

“蛋壳”图。 
 

 
 

容易看出 1 2 1 2k k n k Sy y y yy y y E+ + ∈  ，这样 1,  1, 2, , 1k kx x k n+∼ = − 。现在对任意 a B∈ ，即 Ta e ，如

前所证， 1 2 na a a a=  ，其中 ( ) ( )Gr Gri ea B D∈ ⊆ ， 1ia a∼ ， 1,2, ,i n=  。而 Ta e 蕴含着存在 b B∈ 使

得 T T
ia b e  ，并有 1 2 mb b b b=  ，其中 ( )Grjb B∈ ， 1, 1, 2,j jb mb =∼  ，特别有 1mb b∼ 。但是由引理 1.2，

1 mb b b  ，从而 1,  i ma b b e  ，这当然蕴含着 1ia b∼ ， mb e∼ 。既然 ( )1, , , Gri m ea b b e D∈ , 1 mb b∼ ，则有 ia e∼ 。

所以 eB∈ ∼ ，从而 eB ⊆ ∼ 。结果 eB D D∩ ⊆ ∼ ∩ 。 
相反，令 1 2 n ea a a a= ∈ ∼ ，其中 ( )Gr ,  i e ia D a e∈ ∼ 。则易证 Ta e ，即 ia B∈ 。这样 a B∈ 。  

3. 分块为半群的情形 

文献[12]也定义了有限半群的分块的定义。下面我们给出该定义，注意这儿的半群不限于有限半群。 
定义 3.1：设 D 为半群 S 的一个正则 -类。称 D 的子集 B 为半群 S 的分块，若 B 为满足如下性质 

,  ab B ab B ba B∈ ⇒ ∈ ∈或  

的 D 的最大子集。对 S 的分块 B 定义其商半群 B′： 
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( )
,                       

\ ,   

B B B
B

B B B

 =′ = 


若 ，

其他。
 

由定义 3.1，设 D 的子集 B 为半群 S 的分块，则对任意 b B∈ ，对 a D∈ ，若有 ab D∈ 或 ba D∈ 至少

有一个成立，则由 B 的最大性，可得 a B∈ 。 
引理 3.1：设 B 如定义 3.1 所给出的完全 π-正则半群 S 的一个正则 -类 D 的分块，则 ( )GrB D⊆ 。 
证明：对任意 a B∈ ，由定义 3.1， 2a B∈ ，从而 2a a ，由引理 1.2， 2a a ，再由([19]，定理 2.2.5)，

aH 为 S 的子群，从而 ( )Gra D∈ 。这就证明了 ( )GrB D⊆ 。                                      
注：由上述引理的证明，定义 3.1 中的分块都是 S 中的群元。 
我们下面来证明定义 3.1 中的分块与定义 2.2 的关系。 
命题 3.2：令 D 为完全 π-正则半群 S 的一个正则 -类，并记 ( )GrT D= 。设 T

gD 是 T 的包含

( )( )Grg g D∈ 正则 -类，B 包含 g 且为满足性质 

,  ab B ab B ba B∈ ⇒ ∈ ∈或  

D 的最大子集。则 T
gB D⊆ 。 

证明：设 a B∈ ，则由引理 3.1， ( ), Gra g D∈ ，又由 B 的性质有 ag B∈ 或者 ga B∈ 。不妨假定 ag B∈ ，

由引理 1.2， a ag g  ，这样由引理 1.1，存在 Se E∈ 使得 a e ge  ，这样就得到 ~a ge ，再由引理 2.1，
Ta g 。这就证明了 T

gB D⊆ 。                                                                

需要说明的是，一般情形下，定义 2.2 和定义 3.1 并不等价，考察如下半群： 
2 2

2 , : 0, , ,A c d c d d cdc c dcd d= = = = = 。 

由定义 2.2 所定义的分块 { }1 , , ,d d cB d dc= =∼ 从而 1 2B A′ = 。而由定义 3.1 定义的分块 { }2 ,B d cd= (或

{ }3 ,B d dc= )，此时 2 2B B′ = ( )3 3B B′ = 。显然二者不等。 
文献[12]所给分块定义主要考察分块为半群的情形，实际上，在命题 3.2 中分块 T

gD 若为半群，则本

文所给的三个定义等价，这是因为注意到命题 3.2 的结果 T
gB D⊆ ，只要证 T

gD B⊆ 即可。这是比较容易

证明的，因为由命题 3.2， T
gB D⊆ ，而当 T

gD 为半群，则对任意 T, ga b D∈ ，必有 T
gab D∈ ，由定义 3.1 中

规定的 B 的最大性，可知一定有 T
gB D= 。 
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